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Введение

Актуальность темы исследования и степень её разработанности.

В различных отраслях современной техники (ракетно-космическая, авиастро-

ение, судостроение, строительная техника и многое другое) находят широкое

применение оболочечные конструкции. При этом в условиях функционирова-

ния таких конструкций в случае высоких и сверхвысоких скоростей перемеще-

ния в воздушной и водных средах, а также при ударных внешних воздействи-

ях различного типа актуальными являются задачи расчёта нестационарного

напряжённо-деформированного состояния (НДС) тонких оболочек при удар-

ных нагрузках. Задачи оптимального выбора формы, толщины, материала обо-

лочечных конструкций предъявляют особые требования к анализу в них дина-

мического НДС с учётом возникновения и распространения нестационарных

волн.

Динамическая трёхмерная линейная теория упругости полностью описы-

вает рассматриваемые процессы для случая малых деформаций. Однако слож-

ность краевых задач этой теории для тонкостенных конструкций произвольной

формы определяет известные трудности в описании качественных свойств неста-

ционарных процессов, знание которых необходимо для постановки численных

методов определения значений компонент НДС. Поэтому исследователи шли

по пути разработки приближённых двумерных теорий; при этом применялись

три основных метода: метод гипотез, метод степенных рядов и метод асимп-

тотического интегрирования исходных трёхмерных уравнений теории упруго-

сти. Среди двумерных теорий самыми работающими теориями стали теория

Кирхгофа-Лява и теория типа Тимошенко. Тем не менее ни одна из двумерных

теорий не может полностью описать нестационарные волны в оболочках.

Так, теория Кирхгофа-Лява искажает скорость волны расширения, заменяя

её скоростью двумерной волны растяжения-сжатия. При этом разрешающие

уравнения этой теории перестают быть уравнениями гиперболического типа.
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Попытки вернуть гиперболический тип разрешающих уравнений двумерной

теории привели к построению теории типа Тимошенко. При этом к недостат-

ку двумерной теории Кирхгофа-Лява по искажению скорости волны расшире-

ния здесь добавилась проблема появления ложного фронта волны сдвига. Эти

принципиальные недостатки связаны с тем фактом, что двумерные теории вос-

принимают квазифронты, описываемые быстроизменяющимися компонентами

НДС, как истинные фронты волн.

Если в статических задачах теории тонких оболочек применение двумер-

ных теорий оправдано работой принципа Сен-Венана (когда трёхмерная теория

должна применяться в случае торцевых воздействий только в малой, порядка

толщины оболочки, окрестности торца), то в случае нестационарной динамики

принцип Сен-Венана работает гораздно сложнее. Впервые его свойства были

описаны в работах [145], [156], [157] и было доказано, что способ приложения

ударной нагрузки на торец определяет НДС не только в его окрестности, но и

в малых окрестностях передних фронтов волн.

Указанные выше свойства принципа Сен-Венана и свойства нестационар-

ного НДС в окрестностях квазифронтов (фронт волны растяжения-сжатия по

двумерной теории Кирхгофа-Лява и ложный фронт волны сдвига по теории

типа Тимошенко), определяющие быструю изменяемость НДС в узких зонах

фронтов и квазифронтов, показывают его существенную неоднородность в раз-

личных участках фазовой плоскости. Следовательно единую двумерную тео-

рию, описывающую нестационарное НДС во всех участках фазовой плоскости,

построить не предоставляется возможным, поэтому необходимо разбить фа-

зовую плоскость на участки с однородной изменяемостью решения и строить

приближенные теории для каждого такого участка. Такой метод является раз-

новидностью метода сращиваемых разложений, когда полнота выбора состав-

ляющих НДС определяется доказательством наличия областей согласования

асимптотик решения в соседних областях фазовой плоскости.

Представленный метод сращиваемых разложений впервые был описан в



9

монографиях [106], [191]. Приближённые теории выводились методом асимпто-

тического интегрирования трёхмерных уравнений теории упругости. При этом

были использованы идеи вывода асимптотически оптимальных уравнений при

помощи аппарата показателей изменяемости НДС, введённого сначала в стати-

ке и подробно описанного в монографии [49].

Однако в процитированных исследованиях работа над построением пол-

ной асимптотической теории нестационарных процессов в тонких упругих обо-

лочках была только начата: необходимо расширить рассмотрение всех случаев

НДС в соответствии с классификацией типов торцевого и лицевого ударных

воздействий, построить асимптотически оптимальные уравнения всех видов по-

гранслоёв и осуществить построение асимптотических решений краевых задач

для всех составляющих НДС оболочек вращения произвольного профиля.

Рассмотрим подробно состояние исследований по изучению нестационар-

ных упругих волн в тонких оболочках. Начнём с общих вопросов.

Основы теории оболочек были заложены В.З. Власовым, А.Л. Гольденвей-

зером, А.И. Лурье и В.В. Новожиловым [30], [49], [131], [144]. По классификации

из [1], [5] методы построения уравнений двумерных теорий оболочек и пластин

условно делятся на аналитические, энергетические и асимптотические.

Основными аналитическими методами являются метод степенных рядов

и метод разложения по специальным функциям. При методе степенных рядов

компоненты НДС разлагаются в ряды по степеням нормальной координаты, а

подстановка этих рядов в исходные уравнения трёхмерной теории упругости

приводит к двумерным дифференциальным уравнениям для основных функ-

ций и рекуррентным соотношениям для коэффициентов разложений высокого

порядка. В работах [70], [71], [72] Н.А. Кильчевским этим методом была постро-

ена общая статическая теория оболочек, а в монографии [73] была представ-

лена уже динамическая теория оболочек. Метод разложения по специальным

функциям от нормальной координаты был применён И.Н. Векуа [27], а также

В.В. Новожиловым и Л.И. Слепяном [145] путём использования полиномов
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Лежандра. Отметим также разнообразие применения алгоритма степенных ря-

дов. В работах А.И. Лурье [130], [132] алгоритм степенных рядов был использо-

ван в форме символического метода, а в работе В.З. Власова [31] – в форме мето-

да начальных функций. В динамике плит У.К. Нигул и М.Э. Кутсер [137], [124]

также применили символический метод.

В случае энергетических методов компоненты НДС аппроксимируются ко-

нечными рядами по функциям от нормальной координаты. Для определения

коэффициентов разложения используются при этом вариационные принципы

теории упругости.

Отметим попытки исправления недостатков двумерных теорий Кирхгофа–

Лява и её обобщений, связанных с гипотезой прямолинейной нормали. Так,

С.П. Тимошенко [236] отказался от гипотезы прямолинейной нормали и вы-

вел уравнения динамики балки, имеющие гиперболический тип. Метод сте-

пенных рядов использовался в дальнейшем для обобщения этой теории. Для

цилиндрической оболочки это обобщение при условии представления переме-

щений функциями от нормальной координаты было выполнено Т. Лином и

Г. Морганом [205] и Т. Германом и И. Мирским [186]. Метод одновременной

аппроксимации и перемещений, и напряжений использовался аналогично в ра-

ботах С.А. Амбарцумяна [7], Л.Я. Айнолы [1], [3], И-Юань Юй [241], И.Г. Тере-

гулова [163], Д.В. Бабича [9].

Возможность применения асимптотических методов при исследовании НДС

в тонких оболочках основывается на специфике их геометрии – малая толщина

этих конструкций определяет в основных видах деформирования важное свой-

ство: характерная длина рисунка деформации много больше этой толщины. Как

показал А.Л. Гольденвейзер [35], [49], при замене переменных в масштабе ха-

рактерной длины рисунка деформации уравнения трёхмерной теории упругости

относятся к классу сингулярно возмущенных уравнений с малыми параметрами

при старших производных по координатам срединной поверхности.

Основной вклад в создание и развитие асимптотической теории оболо-
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чек был внесён А.Л. Гольденвейзером. В монографии [49] им были обобщены

исследования в области построения асимптотически приближённых статиче-

ских теорий упругих изотропных оболочек [32], [34], [37], [38], [41], [42], [44], [45],

[46], а также в области разработки аналитических решений краевых задач для

различных составляющих НДС [33], [35], [36], [37], [39], [40]. Разработка прин-

ципиально нового инструмента асимптотического анализа точных трёхмерных

уравнений теории упругости для тонких оболочек – показателей изменяемости

НДС по пространственным координатам – позволила А.Л. Гольденвейзеру по-

строить основной и дополнительный итерационные процессы, приводящие как к

двумерным теориям оболочек, так и принципиально новым теориям плоского и

антиплоского погранслоя. Построенные итерационные процессы позволили так-

же определить форму зависимости асимптотической погрешности двумерных

приближённых теорий оболочек от значений показателей изменяемости НДС.

Метод асимптотического интегрирования исходных трёхмерных уравнений

теории упругости для вывода уравнений статической теории оболочек при-

менялся также М. Джонсоном и Е. Рейсснером [187], А. Грином и П. Нагди

[184]. Расчленение НДС на составляющие рассмотрено также в монографиях

С.А. Амбарцумяна [7] и К.Ф. Черных [168], [169].

Особо следует отметить исследование А.Л. Гольденвейзером возможности

использования двумерных теорий при различных типах торцевых нагрузок.

Так, в работах [50] – [52] им был проведён асимптотический анализ влияния

вида трёхмерных торцевых граничных условий на формирование двумерного

НДС при удалении от торца, который позволил сформулировать условия рабо-

ты принципа Сен-Венана для случая тонких оболочек и сформулировать также

уточнённый, модифицированный этот принцип.

Применение асимптотических методов в динамических задачах теории обо-

лочек было начато в направлении изучения колебаний. Общие вопросы ис-

пользования здесь метода расчленения НДС на составляющие с различными

показателями изменяемости и метода экспоненциальных представлений изло-
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жены в работах А.Л. Гольденвейзера [43], [47], [48], В.В. Болотина [13] – [15],

П.Е. Товстика [164] – [166], А.Л. Гольденвейзера, В.Б. Лидского, П.Е. Товстика

[53].

Перейдём к рассмотрению применения асимптотических методов при ис-

следовании задач о нестационарных процессах. Как уже было ранее описано,

решения нестационарных задач тонких оболочек обладают неоднородной изме-

няемостью как по времени, так и по направлению распространения возмущений.

Такие свойства решений нестационарных задач определяют невозможность ис-

пользования асимптотических методов, разработанных для задач статики и ста-

ционарной динамики и требуют разработки принципиально новых подходов.

Впервые метод расчленения нестационарного НДС тонких оболочек был

рассмотрен Н.А. Алумяэ [4] на примере круговой цилиндрической оболочки,

в случае действия торцевой нагрузки, изменяющейся во времени по синосои-

дальному закону. Применялось преобразование Лапласа по времени, обращение

изображений проводилось с помощью метода контурных интегралов. Асимп-

тоттическая оценка интегралов позволила представить окончательное реше-

ние с помощью безмоментной составляющей и краевых эффектов. Аналогич-

ная концепция была представлена для кругоцилиндрической оболочки в работе

Н.А. Алумяэ и Л. Поверуса [6], в случае ударного торцевого воздействия, зада-

ваемого во времени функцией Хевисайда.

Применение двумерных приближённых теорий при анализе нестационар-

ных волн в тонкостенных конструкциях является необходимым и естествен-

ным, поскольку, как отметил У.К. Нигул в [140], отдельный анализ элементар-

ных волн, порождённых источником возмущений и лицевыми поверхностями,

не даёт возможность оценить их суммарную аппроксимацию. Поэтому в его

работах [140], [141], [217] на основе анализа решения задач для пластин и ци-

линдрических оболочек аналитическими и численными методами были изучены

области применимости теории Кирхгофа-Лява и теории типа Тимошенко.

Как выше отмечалось, принципиально важным оказался вопрос о пони-
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мании работы принципа Сен-Венана в нестационарной динамике тонкостенных

конструкций. Работы В.В. Новожилова и Л.И. Слепяна [145], [156], [157] поз-

волили определить работу этого принципа в случае нестационарных волновых

процессов в стержнях и пластинах: главная часть напряжений и деформаций,

соответствующих ударным самоуравновешенным по сечению нагрузкам, лока-

лизуется вблизи волновых фронтов и того сечения, где приложено возмущение.

Такая трактовка принципа Сен-Венана полностью вписывается в следую-

щую картину представления типов напряженного состояния, описанную У.К. Ни-

гулом в цитируемых выше работах: для несамоуравновешенных на торце воз-

действий выделены три их основных типа: LT – продольное, тангенциального

типа, LM – продольное, изгибающего типа и два вида нормального типа NW и

NQ (нормальное, в перемещениях или в скоростях и нормальное, типа попереч-

ной силы). Объединим последние два типа в одну группу и будем обозначать

эту группу как NW. Этим автором выявлены также следующие типы напря-

жённых состояний: I – быстроизменяющееся волнового типа с малыми ампли-

тудами перемещений и соизмеримыми с максимальными значениями амплитуд

своих производных; II – состояния, описываемые приближёнными двумерными

теориями; III – быстроизменяющиеся состояния, определяемые малостью ам-

плитуд перемещений и напряжений; IV – квазистатические краевые эффекты

Сен-Венана в малой окрестности торца.

При этом в указанных работах отмечается, что характер динамического

НДС зависит от способа приложения нагрузки во времени. При плавных нагру-

жениях напряженные состояния II и IV являются главными, и приближенные

двумерные теории полностью соответствуют НДС. При ударных воздействиях,

описываемых импульсными функциями, НДС определяется всеми рассматри-

ваемыми видами состояний. Например, при LT воздействии состояние типа I

локализовано в узких зонах в окрестности фронта волны расширения и ква-

зифронта – фронта двумерной (безмоментной) волны растяжения-сжатия, а в

основной части за квазифронтом работает напряжённое состояние II, где воз-
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можно расчленение НДС на безмоментное и простые краевые эффекты. В слу-

чае воздействия LM в малой окрестности фронта волны расширения действует

состояние типа I, за этой зоной действует состояние типа III (малоамлитудные

осцилляции), а в приторцевой области имеет место состояние типа II (простой

краевой эффект). В случае NW воздействий состояние типа I локализовано в уз-

кой зоне – окрестности волны сдвига, в приторцевой области применима теория

Кирхгофа-Лява (теория простого краевого эффекта), а теория типа Тимошенко

имеет место за условным фронтом волны Рэлея.

Проанализируем рассмотренные ранее методы решения соответствующих

краевых задач. Поскольку для тонких пластин и оболочек рассматривается сум-

марный вклад элементарных волн, то наибольшее распространение здесь полу-

чили как численные методы, так и аналитические методы с широким использо-

ванием интегральных преобразований: преобразования Лапласа по временной

переменной, преобразования Фурье по пространственным координатам и др.

Среди численных методов У.К. Нигул и Н.Д. Векслер широко применяли

метод конечных разностей. В работах [139], [140], [142], [216] этот метод был

использован в совокупности с аналитическим выделением разрывных состав-

ляющих решений на базе точных трёхмерных уравнений теории упругости для

пластин и цилиндрических оболочек. В работах [22], [25], [26], [140], указанный

выше подход был применен к решению нестационарных задач для пластин,

цилиндрических и сферических оболочек. Метод прифронтовой асимптотики,

основанный на применении интегрального преобразования Лапласа по времен-

ной переменной с последующим разложением изображений в ряд по отрица-

тельным степеням параметра преобразования, применялся не только в выше-

указанных работах для выделения разрывных составляющих решения, но и для

получения решений в окрестностях фронтов волн (включая начальный проме-

жуток времени) в работах У.К. Нигула, Н.Д. Векслера, Д.В. Тарлаковского и

др. [139], [23], [24], [182], [161], [162].

При аналитическом решении нестационарных задач для пластин и обо-
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лочек, как было указано выше, использовались, как правило, интегральные

преобразования Лапласа и Фурье. В случае обращения изображений широко

применялись методы перевала и стационарной фазы для нахождения решений

вдали от фронтов волн. При расчёте нестационарных волн в стержнях и пласти-

нах эти методы показали свою эффективность в работах [185], [221], [208], [231],

[138], [156]. При этом использовалось в пространстве изображений разложение

по модам колебаний, определяемых корнями дисперсионных уравнений, в част-

ности, уравнений Рэлея-Лэмба. Свойства корней этих дисперсионных уравне-

ний подробно описаны в работах [3], [55].

Обращение изображений решения нестационарных задач в случае двумер-

ных теорий для стержней, пластин и цилиндрических оболочек можно по-

лучить с помощью различных аналитических методов, описанных в книгах

Л.И. Слепяна [156], [157]. Отметим также важный вывод, сделанный в рабо-

тах У.К. Нигула [139] и Л.И. Слепяна [156], что точные аналитические решения

можно получить только в случае теории Кирхгофа-Лява для плит и стержней.

При этом решения определены через интегралы Френеля. В работе А.П. Ма-

лышева [133] проведено исследование распространения волн в цилиндрической

оболочке при ударном торцевом воздействии по безмоментной теории методом

интегрального преобразования Лапласа-Карсона. В случае теории типа Тимо-

шенко для стержней, пластин и цилиндрических оболочек обращение изобра-

жений преобразования Лапласа выполнялось в работах [167], [180] интегриро-

ванием по берегам срезов комплексной плоскости параметра преобразования, а

в работе [6] – методом численного обращения.

Кроме интегральных преобразований были разработаны и другие методы

решения волновых задач как для двумерных теорий, так и для общей трёхмер-

ной постановки. Так, вариационный метод применялся в работах Л.Я. Айно-

лы [2] и Л.Ю. Поверуса [148]. Метод, основанный на разложении решения в ряд

Фурье на переменном интервале, связанным с областью существенных дефор-

маций, разработан В.В. Новожиловым и Л.И. Слепяном [145], [155], [156]. Ме-
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тод Фурье с разложением в ряд по собственным формам представлен в рабо-

тах [64], [173], [235], [220]. Метод конечных интегральных преобразований ис-

пользовался в работах Г.Л. Андерсона [174], [175] и Ю.Э. Сеницкого [151], [152].

Теория инвариантно-групповых решений дифференциальных уравнений в со-

четании с асимптотическим анализом исходной системы уравнений теории типа

Тимошенко для пластин и цилиндрических оболочек применён А.Д. Шамров-

ским в работах [170], [171].

Анализ приведённых работ показал, что была создана база, позволяющая

системно подойти к построению новой приближённой теории распространения

нестационарных волн в тонких оболочках. Изучение численных расчётов та-

ких задач для пластин и цилиндрических оболочек на базе точной трёхмерной

теории упругости и известных двумерных теорий продемонстрировало ограни-

ченные области применения таких приближённых теорий. При этом разрабо-

танный А.Л. Гольденвейзером асимптотический аппарат построения двумерной

теории оболочек в статике определил возможность его модификации на случай

нестационарных задач. Также можно отметить, что накопленный опыт приме-

нения интегральных преобразований в динамических задачах для простых гео-

метрических объектов может быть основой для его обобщения при решениях

принципиально более сложных задач для оболочек произвольной геометрии.

Построение в настоящей работе асимптотической теории нестационарных

волн в оболочках основывается на применении модификации метода сращива-

емых разложений, когда в различных участках фазовой плоскости использу-

ются различные приближённые теории с учётом доказательства полноты ре-

шения путём выделения областей согласования соседних составляющих, а сами

приближённые теории выводятся методом асимптотического интегрирования из

точных трёхмерных уравнений теории упругости при соответствующем подборе

показателей изменяемости и динамичности. Впервые этот метод был применён

Л.Ю. Коссовичем [102], [103] для оболочек на базе теории типа Тимошенко.

В работах [101], [104], [105] асимптотический подход, сформулированный в
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рамках теории типа Тимошенко, был перенесён на общий случай трёхмерной

теории упругости. В монографии [106] этот асимптотический подход был развит

Л.Ю. Коссовичем для случаев ударных торцевых воздействий типа LT и LM.

Описываемый подход заключался, прежде всего, в определении составляющих

нестационарного НДС: безмоментной и моментной (изгибной) составляющих

теории Кирхгофа-Лява, а также плоского и антиплоского динамического по-

гранслоёв (быстроизменяющихся типов НДС с показателями изменяемости и

динамичности, равными единице). Было показано, что сформулированные гра-

ничные и начальные условия для составляющих обеспечивают автоматическое

совпадение двумерных решений и погранслоя в областях согласования.

Описанные выше положения асимптотической теории нестационарного НДС

тонких оболочек позволили Л.Ю. Коссовичу [106] приступить к разработке

асимптотических методов решения краевых задач для предложенных в данной

работе составляющих НДС. Сначала были построены методы решения базовых

задач для цилиндрических оболочек, иллюстрирующие его характерные типы

и позволившие обобщить накопленный при этом опыт на решение краевых за-

дач для общего случая оболочек вращения. При этом использовались такие

методы, как интегральные преобразования Лапласа и Фурье, метод экспонен-

циального представления в пространстве преобразования Лапласа, различные

методы прифронтовой асимптотики, разложение решений в ряды по специаль-

ным функциям, разложение изображений решения по модам и др.

Приведённые в [106] асимптотические методы составляют основу асимпто-

тической теории нестационарного НДС тонких оболочек вращения при воздей-

ствиях типов LT и LM. Однако определились следующие направления развития

этой теории. Первое направление связано с тем, что решения для динамиче-

ского погранслоя оказались неоднородными по изменяемости и динамичности:

в окрестности квазифронта (фронта двумерной волны растяжения-сжатия по

двумерной теории Кирхгофа-Лява) показатели изменяемости и динамичности

меньше единицы (но больше соответствующих значений для двумерной тео-
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рии), а в малых окрестностях фронтов волн показатели изменяемости больше

единицы. Такая неоднородность показателей изменяемости и динамичности для

динамического погранслоя определила возможность дальнейшей модернизации

рассматриваемой асимптотической теории: область применимости динамиче-

ского погранслоя следует разбивать на участки с однородными значениями по-

казателей изменяемости и динамичности и строить там новые асимптотически

оптимальные теории. Второе направление связано с поведением фронтов волн

расширения и сдвига динамического погранслоя – эти фронты имеют сложную

форму и не задаются нормалями к срединной поверхности, как это имеет место

для оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны [83], [74], [75]. И, наконец, в

рамках третьего направления следовало начать работы по построению асимпто-

тической теории нестационарного НДС для случая торцевого воздействия типа

NW. При этом следовало найти новые методы доказательства полноты новой

схемы расчленения нестационарного НДС при всех типах воздействий.

Как указано в работе Л.Ю. Коссовича [109], модернизация рассмотрен-

ной асимптотической теории для случаев торцевых ударных воздействий типов

LT и LM пошла по пути введения на базе динамического погранслоя таких со-

ставляющих, как погранслой параболического типа в окрестности квазифронта,

коротковолновые высокочастотные приближения симметричного и антисиммет-

ричного по нормальной координате типов, а также гиперболические погранс-

лои в окрестностях фронтов волн расширения и сдвига [189], [191], [111]. При

этом уравнения параболического погранслоя впервые были выведены в работах

Ю.Д. Каплунова [189], [191] с помощью уточнённой теории оболочек, а в рабо-

тах [172], [10] методика вывода таких уравнений была отработана на базе точ-

ных трёхмерных уравнений теории упругости для случаев анизотропных и вяз-

коупругих оболочек. Уравнения же гиперболического погранслоя выводились

в работах [191], [111] из трёхмерных уравнений теории упругости асимптотиче-

ским методом для случая оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны пол-

ностью аналогично вышеописанному методу получения асимптотически опти-
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мальных уравнений динамического погранслоя в малых прифронтовых окрест-

ностях [83], [74], [75] и полностью с ними совпадают. Вывод безмоментной и

изгибной составляющих нестационарного НДС тонких оболочек был выполнен

методом асимптотического интегрирования в работе [66]. Для осуществления

работ по построению полной асимптотической теории нестационарного НДС

произвольных оболочек вращения при воздействиях типов LT и LM следовало

построить асимптотические уравнения гиперболического погранслоя в окрест-

ностях фронта волны расширения для этого общего случая, доказать полно-

ту новой схемы расчленения и разработать асимптотические методы решения

краевых задач для гиперболических погранслоёв, что и представлено в данной

диссертации [75], [200], [112], [122], [202], [114], [90], [76], [77], [80], [195], [198].

В рамках представленной выше модернизации схемы расчленения нестаци-

онарного НДС была также построена полная асимптотическая теория нестацио-

нарного НДС оболочек вращения при ударных воздействиях нормального типа

NW. Начало было положено работой Ю.Д. Каплунова и Л.Ю. Коссовича [68], в

которой сформулирована асимптотическая модель дальнего поля волны Рэлея в

случае упругой полуплоскости. Эта модель характерна тем, что поведение объ-

ёмного и сдвигового потенциалов определяется их затуханием вглубь полуплос-

кости, задаваемым эллиптическими уравнениями, а граничные условия опреде-

ляются гиперболическим уравнением, задающим распространение возмущения

вдоль границ полуплоскости с конечной скоростью волны Рэлея. Эта задача

определила, в последующих исследованиях, свойства решения в малой окрест-

ности условного фронта волны Рэлея, названного эллиптическим погранслоем.

Таким образом, при воздействии типа NW следует учитывать ещё одну компо-

ненту схемы расчленения нестационарного НДС тонких пластин и оболочек –

эллиптический погранслой.

В случае пластин при действии нагрузок типа NW как на лицевые по-

верхности, так и на торцы, описанный выше асимптотический подход, вклю-

чающий вывод уравнений погранслоя, был реализован в работах Л.Ю. Коссо-
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вича, А.Н. Кушеккалиева, Ковалёва В.А. и О.В. Таранова [118] – [120], [126].

В случае цилиндрической оболочки указанный подход описан в работах [125],

[93] – [97], [29], [117], [160].

Вышеуказанные работы по асимптотическим методам при NW ударных

воздействиях для пластин и цилиндрических оболочек показали возможность

построения полной асимптотической теории такого нестационарного НДС для

общего случая тонких оболочек. В данной диссертации представлена схема

расчленения нестационарного НДС оболочек вращения произвольного профи-

ля, обобщающая аналогичные схемы для пластин и цилиндрических оболо-

чек при рассматриваемых воздействиях, использующая моментную составля-

ющую по теории Кирхгофа-Лява, антисимметричную коротковолновую высо-

кочастотную составляющую, эллиптический погранслой и антисимметричный

гиперболический погранслой. Выведены асимптотически оптимальные уравне-

ния эллиптического погранслоя. Доказана также полнота рассматриваемой схе-

мы расчленения. Построены асимптотические методы решения краевых задач

для составляющих. Все положения указанной теории опубликованы в рабо-

тах [201], [85] – [89], [177], [196], [197], [12], [113] – [115], [78], [79].

Разработанные в представленной диссертации положения асимптотической

теории нестационарного НДС тонких оболочек [82], [116], [91], [92], [195] на

примере оболочек вращения нашли широкое применение в задачах о нестаци-

онарных волнах в различных видах оболочечных конструкций, выполненных

из разных видов материалов и при действии различных типов нагрузок, име-

ющих как общетеоретическое, так и важное прикладное значение. Например,

анализ волновых процессов в подкреплённых оболочках, проведённый с исполь-

зованием анализа взаимодействия падающих, отражённых и прошедших волн

в работах Л.Ю. Коссовича, И.В. Кирилловой, Ю.Д. Каплунова, М.В. Вильде

и др. [99], [108], [199], [84], [67], [28], был использован при проектировании кон-

струкций в ракетно-космической технике. Волны в оболочках вращения при

неосесимметричных нагрузках рассматривались в [203]. Волны в оболочках из
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вязкоупругих материалов рассматривались в работах [176], [10], [11], [8].

Продолжается изучение поверхностных волн в различных средах. Так, асимп-

тотическая модель волн Гуляева-Блюштейна в пьезоэлектрическом полупро-

странстве описана в работе [192]. Одномерное гиперболическое уравнение для

описания волны Рэлея выведено в [69]. Асимптотические модели для волн раз-

личных типов приведены в главе из книги [193].

Следует отметить, что широкое применение пластин и оболочек в совре-

менных конструкциях вызывает необходимость расширения исследований НДС

геометрически сложных тонкостенных тел, выполненных из различных мате-

риалов и взаимодействующих с окружающей средой. Так, влияние окружаю-

щей среды на динамическое НДС пластин и оболочек представлено в последнее

время в работах [158], [65], [150], [229], [230]. Широкий спектр динамических за-

дач для стержней, пластин и оболочек представлен в работах Г.И. Михасёва

[134] – [136], [209] – [214].

Нестационарная динамика анизотропных оболочек представлена в [127] –

[129], [207]. Оболочечные конструкции, выполненные из разных материалов,

рассматривались в работах [135], [98], [233], [179], [204], [234], [188], [206], [239].

Новые асимптотические методы в динамике тонкостенных конструкций

представлены в работах П.Е. Товстика, С.М. Бауэр и др. авторов [237], [238],

[178], [230]. Асимптотические и численные методы использовались в работах

А.О. Ватульяна и др. при исследовании цилиндрических и плоских волноводов

[16] – [21], [240]. Волны Рэлея и Лява при отрицательном коэффициенте Пуас-

сона изучались в работах Р.В. Гольдштейна, В.А. Городцова и Д.С. Лисовен-

ко [54], [183]. Нестационарные волновые процессы в микроупругих, вязкоупру-

гих, типа Коссера конструкциях с применением лучевого метода, изучались

в работах Ю.А. Россихина и М.В. Шитиковой [222] – [228], [232], [149]. Неста-

ционарная динамика тонких оболочек из разных материалов (композиционных,

электромагнитоупругих) также представлена, с учётом контактного взаимодей-

ствия, в работах Д.В. Тарлаковского и др. [161], [162], [218], [146], [181], [215].
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Отметим также цикл работ Димитриенко Ю.И. и др. по применению асимп-

тотических методов при изучении НДС многослойных пластин и оболочек из

различных (анизотропных, микрополярных) материалов [56] – [63].

Цель и задачи исследования. Целью настоящей диссертации является

развитие асимптотической теории нестационарного напряжённо-деформирован-

ного состояния в оболочках вращения произвольного профиля при ударных

нагрузках.

Для достижения цели работы решаются следующие задачи.

1. Применение метода сращиваемых разложений при исследовании НДС обо-

лочек вращения произвольной формы с помощью составляющих с различ-

ными показателями изменяемости и динамичности при всех характерных

типах ударных торцевых воздействий (продольного воздействия тангенци-

ального типа, продольного воздействия изгибающего типа, нормального

воздействия).

2. Вывод асимптотически оптимальных уравнений для составляющих неста-

ционарного НДС: эллиптический погранслой при поверхностных и торце-

вых ударных воздействиях, гиперболические погранслои в окрестностях

фронтов волн расширения и сдвига.

3. Доказательство полноты разработанной схемы расчленения нестационарно-

го НДС путём определения асимптотик расположения в фазовой плоскости

границ областей согласования соседних составляющих.

4. Разработка аналитических (асимптотических) методов решения краевых

задач для эллиптического и гиперболического погранслоёв.

Схема расчленения нестационарного НДС на составляющие должна окон-

чательно определить области применения классических двумерных теорий Кирх-

гофа-Лява и типа Тимошенко, реализовать моделирование работы принципа
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Сен-Венана для случая нестационарных ударных воздействий на тонкостенные

конструкции.

Вывод асимптотически оптимальных уравнений для составляющих рас-

сматриваемого нестационарного НДС должен основываться на особенностях его

поведения в различных областях фазовой плоскости. Так, погранслои в окрест-

ностях волновых фронтов и квазифронтов имеют достаточно большую изменя-

емость и локализованы в узких прифронтовых зонах, что должно приводить к

построению вполне простых уравнений, описывающих поведение асимптотиче-

ски главных напряжений, деформаций и перемещений, терпящих разрывы на

фронтах и скачки на квазифронтах.

Полнота представления нестационарного НДС выделяемыми составляю-

щими должна быть обеспечена наличием их областей согласования в фазовой

плоскости. Расположение этих областей и совпадение с некоторой асимптотиче-

ской погрешностью решений для соседних составляющих могут быть выявлены

с помощью асимптотической оценки разрешающих уравнений.

Возможность разработки аналитических методов решения краевых задач

для составляющих нестационарного НДС оболочек вращения произвольного

профиля определяется двумя главными факторами. Первый фактор заключа-

ется в том, что аналитические точные решения рассматриваемых краевых задач

могут быть построены с помощью интегральных преобразований (Лапласа по

времени и Фурье по продольной координате) только для пластин и цилиндриче-

ских оболочек, когда разрешающие уравнения движения содержат постоянные

коэффициенты. Согласно второму фактору, в рассматриваемом случае оболо-

чек вращения радиусы кривизны имеют, как правило, меньшую изменяемость

по сравнению с изменяемостью основных составляющих нестационарного НДС,

что приводит к возможности использования при решении краевых задач раз-

личных асимптотических методов.

Научная новизна. Асимптотические методы, представленные в диссер-

тации, позволили выстроить единую оптимальную систему приближённых тео-
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рий, описывающих в совокупности нестационарное НДС тонких оболочек на

примере оболочек вращения произвольного профиля. Помимо известных тео-

рий Кирхгофа-Лява и теории параболического погранслоя в окрестности ква-

зифронта двумерной волны растяжения-сжатия применяются разработанные

в диссертации теории эллиптического погранслоя при поверхностных и торце-

вых ударных воздействиях, а также гиперболических погранслоёв в окрестно-

стях фронтов волн расширения и сдвига. Сформулированы асимптотические

оценки областей применимости составляющих нестационарного НДС в фазо-

вой плоскости. Доказано совпадение решений для этих составляющих в обла-

стях согласования. Разработаны асимптотические методы решения краевых за-

дач для эллиптического и гиперболического погранслоёв с учётом асимптотиче-

ского представления геометрии передних волновых фронтов. Получены новые

асимптотические решения динамических задач для цилиндрических оболочек.

Теоретическая и практическая значимость работы. Универсаль-

ность разработанных асимптотических методов определяет возможность рас-

пространить их на широкие классы оболочек произвольной геометрии, оболо-

чек из материалов различного неупругого типа и оболочек, находящихся под

действием нагрузок, сложно меняющихся по времени и координатам.

Разработанная эффективная аналитическая теория нестационарного НДС

оболочек вращения применима для расчёта тонкостенных оболочечных кон-

струкций в приборостроении, космической технике, авиастроении, судострое-

нии, машиностроении и других отраслях промышленности при расчёте кон-

струкций, работающих в условиях ударных и быстроизменяющихся во времени

воздействий. Полученные при этом аналитические методы целесообразно ис-

пользовать также для анализа НДС конструкций при его расчётах численными

методами.

Методология и методы исследования. Диссертационное исследование

посвящено изучению процесса распространения нестационарных волн в произ-

вольных упругих оболочках вращения при ударных торцевых и поверхностных
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нагрузках и построению с этой целью асимптотической теории, включающей

расчленение НДС в фазовой плоскости на составляющие с различными показа-

телями изменяемости и динамичности, вывод асимптотически приближённых

уравнений для составляющих, доказательство полноты представления НДС

этими составляющими и разработку методов аналитического решения краевых

задач.

Представленная асимптотическая теория нестационарного НДС тонких обо-

лочек вращения базируется на двух основных положениях. Первое положение

определяет инструмент для вывода асимптотически оптимальных уравнений –

понятия показателей изменяемости НДС по пространственным координатам и

динамичности по времени. Второе положение определяет использование вари-

анта метода сращиваемых разложений, когда в фазовой плоскости выделяют-

ся области применимости составляющих НДС, а полнота представления НДС

определяется существованием областей согласования. Вывод асимптотически

оптимальных уравнений для составляющих осуществляется методом асимпто-

тического интегрирования трёхмерных уравнений теории упругости, причём

для погранслоёв они выводятся из трёхмерных уравнений в специальных коор-

динатах, введённых в окрестностях волновых фронтов и квазифронтов.

При решении краевых задач в случае безмоментной составляющей НДС

применяется метод прифронтовой асимптотики, так как изменяемость реше-

ния по продольной координате совпадает с изменяемостью геометрических па-

раметров. Все остальные составляющие НДС являются быстроизменяющими-

ся по продольной координате, что даёт возможность использовать при реше-

нии краевых задач асимптотический метод экспоненциальных представлений

в пространстве интегрального преобразования Лапласа. Для обращения изоб-

ражений в зависимости от краевой задачи используются разложения в ряд по

модам колебаний, специальный метод прифронтовой асимптотики (разложение

по отрицательным степеням преобразования Лапласа), разложение по положи-

тельным степеням параметра преобразования и др.
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Степень достоверности результатов работы обеспечивается, прежде

всего, правильно применяемыми методами асимптотического интегрирования

исходных трёхмерных уравнений динамической теории упругости для получе-

ния асимптотически оптимальных уравнений составляющих НДС в различных

областях фазовой плоскости в соответствии со значениями показателей изменя-

емости и динамичности. Доказательство корректности предложенных схем рас-

членения НДС в характерных случаях внешних воздействий реализуется путём

выявления в фазовой плоскости областей согласования, где уравнения состав-

ляющих асимптотически совпадают. Разработанные асимптотические методы

решения краевых задач основаны на их механических свойствах, базируются

на точных решениях для цилиндрических оболочек, а численные расчёты на

примере сферических оболочек показывают их эффективность.

Содержание диссертации.Диссертация состоит из введения, шести глав,

заключения и списка использованных источников.

В первой главе дана постановка задач, рассматриваемых в диссертации.

Приведены три принципиально разные типы нестационарного НДС оболочек

вращения и проанализировано их поведение в различных участках фазовой

плоскости с целью выявления областей применимости приближённых теорий.

Также приведены известные асимптотически оптимальные уравнения краевых

задач для безмоментной и моментной составляющих теории Кирхгофа-Лява,

параболического погранслоя и коротковолновой высокочастотной составляю-

щей.

Во второй главе представлена асимптотическая теория гиперболического

погранслоя, имеющего место в малых окрестностях фронтов волн расширения и

сдвига. В рассматриваемом общем случае оболочек вращения волновые фронты

имеют сложную форму, зависящую от кривизны срединной поверхности. Про-

ведена асимптотическая аппроксимация фронтовых поверхностей, при которой

они формируются повернутыми нормалями к срединной поверхности. Постро-

ены асимптотически оптимальные уравнения гиперболического погранслоя на
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основе перехода в трёхмерных уравнениях теории упругости к характеристиче-

ским координатам, учитывающим отклонение от истинных фронтов с последу-

ющим асимптотическим интегрированием этих уравнений. Получено для каж-

дого вида гиперболического погранслоя разрешающее гиперболическое диффе-

ренциальное уравнение второго порядка относительно асимптотически главного

перемещения: продольного перемещения для погранслоёв в окрестности фрон-

та волны расширения и нормального перемещения для погранслоя в окрест-

ности фронта волны сдвига. Определён механический смысл гиперболических

погранслоёв, реализующих принцип Сен-Венана в динамике тонкостенных кон-

струкций.

В третьей главе представлена асимптотическая теория построения неста-

ционарного НДС оболочек вращения произвольного профиля при ударных про-

дольных воздействиях тангенциального типа. Использованы в разных обла-

стях фазовой плоскости такие составляющие, как безмоментная составляющая

теории Кирхгофа-Лява, параболический погранслой в окрестности квазифрон-

та (фронта двумерной волны растяжения-сжатия), коротковолновая высокоча-

стотная составляющая и симметричный по нормальной координате гипербо-

лический погранслой в окрестности фронта волны расширения. Определены

границы областей согласования и доказано совпадение асимптотик уравнений

в этих областях, как участков переходных значений показателей изменяемости

и динамичности. Доказано существование, таким образом, области согласова-

ния безмоментной составляющей Кирхгофа-Лява и параболического погранс-

лоя, параболического погранслоя и коротковолновой высокочастотной состав-

ляющей, коротковолновой высокочастотной составляющей и гиперболического

погранслоя. Представлены методы решений краевых задач для основных со-

ставляющих. Для безмоментной составляющей решение строится с помощью

метода прифронтовой асимптотики. Решение для параболического погранслоя

ищется с помощью метода экспоненциальных представлений в пространстве

интегрального преобразования Лапласа по временной переменной с определе-
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нием оригинала решения через функцию Эйри. Решение для гиперболического

погранслоя также ищется в преобразованиях Лапласа, изображение представ-

ляется, с помощью базового решения для цилиндрической оболочки, в виде

разложения по модам колебаний, где моды определяются экспоненциальным

представлением. Численный анализ решений на примере нестационарного НДС

сферической оболочки показал высокую эффективность разработанных мето-

дов.

В четвёртой главе представлена полная картина построения волнового НДС

оболочек вращения при ударных продольных воздействиях изгибающего ти-

па. Используются следующие составляющие: изгибная составляющая теории

Кирхгофа-Лява, коротковолновая высокочастотная составляющая и антисим-

метричный по нормальной координате гиперболический погранслой в окрестно-

сти фронта волны расширения. Доказано существование области согласования

изгибной составляющей и коротковолновой высокочастотной составляющей, ко-

ротковолновой высокочастотной составляющей и гиперболического погранслоя.

Как и в предыдущей главе, представлены методы решений краевых задач для

основных составляющих. Решение для изгибной составляющей ищется с помо-

щью метода экспоненциальных представлений изображений по Лапласу, раз-

ложения изображений по отрицательным степеням параметра преобразования

и степеням малого параметра тонкостенности, в результате чего оригиналы

решений выражаются через специальные функции, связанные с интегралами

Френеля. Решение для гиперболического погранслоя в рассматриваемом анти-

симметричном случае ищется по методике, разработанной в предыдущей главе

для погранслоя симметричного типа. Как и в предыдущей главе, численный

пример для сферической оболочки показал высокую эффективность разрабо-

танных методов решения краевых задач для составляющих НДС.

В пятой главе представлена асимптотическая теория эллиптического по-

гранслоя, имеющего место в малой окрестности условного фронта поверхност-

ных волн Рэлея. Здесь сначала рассматривается нестационарное НДС в малой
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окрестности этого условного фронта для полуплоскости с криволинейной грани-

цей. Такая задача является модельной для построения эллиптического погранс-

лоя в рассматриваемых оболочках вращения при ударных поверхностных и тор-

цевых нагрузках. В случае поверхностных нагрузок для вывода асимптотически

оптимальных уравнений погранслоя используется символический метод Лурье

и вариант асимптотического интегрирования в характеристических координа-

тах, учитывающих отклонение от условного фронта волны Рэлея. Построенные

разрешающие уравнения относительно объёмного и сдвигового потенциалов Ла-

ме являются уравнениями эллиптического типа в пространственных координа-

тах, а граничные условия определяются гиперболическим уравнением относи-

тельно объёмного потенциала. В случае торцевого ударного воздействия, после

выделения частного решения, удовлетворяющего только торцевому гранично-

му условию, задача сводится к эквивалентной задаче для бесконечной оболочки

с ударным воздействием на лицевые поверхности, обусловленным выделенным

частным решением. Разрешающие уравнения для этой эквивалентной задачи

строятся также асимптотическим методом в характерестических координатах

подобно предыдущему случаю.

В шестой главе представлена полная асимптотическая модель нестацио-

нарного НДС оболочек вращения при ударных поверхностных и торцевых воз-

действиях нормального типа. Используются следующие компоненты нестаци-

онарного НДС: квазистатический погранслой типа Сен-Венана, изгибная со-

ставляющая теории Кирхгофа-Лява, низкоамплитудная антисимметричная ко-

ротковолновая высокочастотная составляющая, эллиптический погранслой (в

окрестности условного фронта волны Рэлея) и антисимметричный гиперболиче-

ский погранслой в окрестности фронта волны сдвига. Методы решения краевых

задач для изгибной составляющей и гиперболического погранслоя строятся по

тем же принципам, что и в случае воздействия типа LM. Решение для эллип-

тического погранслоя в случае ударного лицевого воздействия и в случае экви-

валентной задачи при ударном торцевом воздействии строятся по одной и той
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же схеме: сначала определяются решения для потенциальных функций на ли-

цевых поверхностях, удовлетворяющие гиперболическим уравнениям, а затем

они используются для построения решений уже в теле оболочки, удовлетворя-

ющих уравнениям эллиптического типа. При этом используются метод экспо-

ненциального представления в пространстве изображений по Лапласу, с учётом

свойств решений базовых задач для цилиндрической оболочки, определяемых с

помощью двукратных интегральных преобразований Лапласа и Фурье. Также,

как и в случаях нагрузок типов LT и LM, доказано существование областей

согласования изгибной и коротковолновой высокочастотной составляющих, эл-

липтического погранслоя и коротковолновой высокочастотной составляющей,

коротковолновой высокочастотной составляющей и гиперболического погранс-

лоя.

В заключении диссертации сформулированы основные выводы.

Положения, выносимые на защиту.

– Схемы расчленения нестационарного НДС тонких упругих оболочек вра-

щения произвольного профиля при ударных торцевых воздействиях ти-

пов LT, LM, NW, использующие следующие составляющие: безмоментная

и моментная по теории Кирхгофа-Лява, квазистатический погранслой типа

Сен-Венана, симметричная и антисимметричная коротковолновые высоко-

частотные малоамплитудные, параболический погранслой (в окрестности

фронта волны растяжения-сжатия по двумерной теории), эллиптический

погранслой (в окрестности условного фронта волны Рэлея), а также сим-

метричный и антисимметричный гиперболические погранслои в окрестно-

стях фронтов волн расширения и сдвига.

– Асимптотическая теория гиперболического погранслоя в малых окрестно-

стях фронтов волн расширения и сдвига с учётом асимптотического моде-

лирования их геометрии.

– Асимптотическая теория эллиптического погранслоя в малой окрестности



31

условного фронта поверхностной волны Рэлея при лицевых и торцевых

ударных воздействиях с учётом затухания данного вида НДС при удалении

от лицевых поверхностей.

– Асимптотические методы решения краевых задач для основных составля-

ющих нестационарного НДС.

– Доказательство полноты представленных схем расчленения нестационарно-

го НДС через асимптотическое совпадение соседних (в фазовой плоскости)

составляющих в областях их согласования и определение асимптотических

границ этих областей.

Апробация работы. Основные результаты исследований, выполненных в

диссертации, доложены на российских и международных научных конференци-

ях, съездах, школах и семинарах: XIX и XVIII Всероссийская школа «Матема-

тическое моделирование и биомеханика в современном университете» (Ростов-

на-Дону, 2025, 2024), Семинар кафедры математической теории упругости и

биомеханики СГУ (Саратов, 2025), Семинар по механике сплошной среды им.

Л.А. Галина ИПМехРАН (Москва, 2025), X Поляховские чтения (Санкт-Петер-

бург, 2024), Международная научная конференция «Актуальные проблемы при-

кладной математики, информатики и механики» (Воронеж, 2023, 2019), XIII,

XII и XI Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической

и прикладной механики (Санкт-Петербург, 2023; Уфа, 2019; Казань, 2015), 5th

International Conference on Topical Problems of Continuum Mechanics with a

Special Session in Honor of Alexander Manzirov’s 60th Birthday (Armenia, 2017),

XVIII Международная конференция «Современные проблемы механики сплош-

ной среды» (Ростов-на-Дону, 2016), Twelth International Conference on Computati-

onal Structures Technology (Italy, 2014), Topical Problems in Theoretical and Applied

Mechanics (India, 2013), VI сессия Научного совета РАН по механике (Барна-

ул, 2012), Ninth International Conference on Computational Structures Technology
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(Greece, 2008), Eleventh International Conference on Civil, Structural an Environme-

ntal Engineering Computing (Malta, 2007).

Публикации. По теме диссертационного исследования опубликовано 35

печатных работ [12], [28], [67], [75] – [82], [84] – [92], [112] – [116], [122], [177],

[195] – [202], из них 15 работ в научных изданиях, входящих в перечень рецен-

зируемых научных изданий, в которых должны быть опубликованы основные

научные результаты диссертаций на соискание ученой степени доктора наук.

Опубликованы главы в трёх монографиях [196] – [198].

Структура и объём диссертации. Диссертационная работа изложена

на 283 страницах машинописного текста, содержит 28 рисунков, состоит из вве-

дения, 6 глав, заключения, списка основных обозначений, списка литературы,

содержащего 241 источник.
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Глава 1

Постановка задачи

Первая глава посвящена общей постановке задач, рассматриваемых в дис-

сертации. Эта постановка является теоретической базой для подробно описан-

ного во Введении завершения работы над полной асимптотической теорией

нестационарного НДС в тонкостенных конструкциях на примере тонких оболо-

чек вращения. Описываются постановки краевых задач по трёхмерной теории

упругости, приводящие к трём принципиально разным типам нестационарного

НДС оболочек вращения. Проводится анализ НДС в различных участках фа-

зовой плоскости, путём выделения областей применимости различных прибли-

женных теорий. Приведённые здесь положения, представленные в монографи-

ях [106], [191], диссертациях [107], [74] и статьях [112], [201], [66], [68] дали основу

для разработки полной асимптотической теории нестационарного НДС в обо-

лочках вращения произвольного профиля при ударных нагрузках всех типов:

LT, LM, NW. Применяемые в диссертации асимптотические методы основаны

на использовании аппарата показателей изменяемости, введенного в [52].

В настоящей главе также приведены асимптотически оптимальные уравне-

ния безмоментной и моментной составляющих теории Кирхгофа-Лява, впервые

опубликованные в статье [66] и кандидатской диссертации автора [74], а также

параболического погранслоя впервые представленного в статье [189] и моногра-

фии [191].

Приведём общие сведения, необходимые для понимания свойств рассмат-

риваемых физических процессов и их аналитического моделирования. В случае

ударных воздействий на торец вид нестационарного НДС определяется типом

граничного ударного воздействия. В работе [217] приведена классификация гра-

ничных условий, определяющих разные виды нестационарного НДС: выделены

ударные воздействия типа LT (продольное, тангенциального типа, при котором
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на торце отлично от нуля только продольное усилие), LM (продольное, изгибаю-

щего типа, при котором отличен от нуля на торце только изгибающий момент)

и NW (нормальный тип воздействия, при котором отлична от нуля на торце

только перерезывающая сила). В зависимости от типа воздействия возникают

в решениях для напряжений и деформаций разрывы на передних фронтах волн:

в случаях нагрузок LT и LM разрывы имеются на фронте волны расширения,

а в случае нагрузки NW разрыв переносится волной сдвига.

В момент ударного воздействия на торец оболочки формируется первич-

ная волна, инициированная непосредственно торцевой поверхностью. Первич-

ные волны, взаимодействуя с лицевыми поверхностями, инициируют отражен-

ные от них волны, которые, в свою очередь, отражаются от противоположных

поверхностей, и число таких волн растёт со временем, образуя пакеты, ини-

циированные торцевой поверхностью и сформированные совокупностью всех

элементарных волн. Отметим, что свойства волновых пакетов не определяются

непосредственно свойствами отдельных элементарных волн, что и характери-

зует сложность изучения совокупного волнового НДС для тонкостенных обо-

лочек. Отметим также, что в общем случае оболочек вращения, в отличие от

случая оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны, волновой фронт уже

не формируется только первичной волной и изменяет свою плоскую форму. В

следующей главе, главе 2, проводится асимптотическое построение этих при-

фронтовых поверхностей.

Рассмотренные особенности формирования пакета нестационарных волн

в тонких оболочках обуславливают, в частности, невозможность его полного

описания с помощью двумерных теорий (Кирхгофа-Лява, типа Тимошенко и

др.), как это разработано в задачах статики и стационарной динамики. Прояв-

ляется это в наличии быстрой изменяемости решения в прифронтовых зонах

волн расширения и сдвига, а также в зонах действия квазифронтов, ложно

воспринимаемых двумерными теориями как дополнительные волновые фрон-

ты. Следовательно, в отличие от статических задач, в нестационарных задачах
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НДС существенно неоднородно по пространственным координатам и времени в

различных участках фазовой плоскости, приводя в них к различным значени-

ям показателей изменяемости по пространственным координатам и показателя

динамичности по времени.

Указанные свойства неоднородности рассматриваемого НДС по координа-

там и времени определили необходимость выделять в фазовой плоскости об-

ласти с однородными значениями показателей изменяемости и динамичности

и строить в каждой из них свою приближённую теорию. При этом выбор зна-

чений этих показателей позволил, в соответствии с физическими свойствами

в каждой области, построить для неё соответствующую асимптотическую тео-

рию. Полнота выбора составляющих НДС для его построения во всей фазо-

вой плоскости определяется доказательством наличия областей согласования

асимптотик решения в соседних областях.

Приведённая концепция формирования рассматриваемого НДС полностью

соответствует принципу Сен-Венана в динамике тонкостенных конструкций, из-

ложенному в работах [145], [156], [157], когда в нестационарной динамике таких

конструкций способ приложения ударной нагрузки на торец определяет НДС не

только в его окрестности (что имеет место в статике и стационарной динамике),

но и в малых окрестностях передних фронтов волн.

В данной главе рассматриваются такие компоненты нестационарного НДС,

как безмоментная и моментная составляющие теории Кирхгофа-Лява, парабо-

лический понраслой и коротковолновая высокочастотная составляющая. Как

уже было ранее указано асимптотически оптимальные уравнения для этих ком-

понент построены в работах [66], [74], [189], [191]. В последующих главах описа-

ны разработанные автором для общего случая оболочек вращения асимптотиче-

ски оптимальные уравнения гиперболического и эллиптического погранслоёв.

Как было отмечено во Введении, концепция расчленения нестационарно-

го НДС, разработанная в [106], [107], впоследствии была уточнена и частично

представлена в [191], [74]. Следовательно, понадобилось доработать схемы рас-
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членения для воздействий типов LT и LM, и полностью разработать такую схе-

му для воздействий типа NW. Аналогично, потребовалось развить имеющиеся

доказательства полноты представленной схемы расчленения, систематизируя и

дорабатывая её для воздействий типов LT и LM, и заново строя её для воздей-

ствий типа NW.

Аналогичная ситуация имеет место и в разработке аналитических мето-

дов решения задач для всех составляющих рассматриваемого нестационарного

НДС. Если асимптотические методы решения задач для безмоментной и мо-

ментной составляющих в общем случае оболочек вращения были полностью

разработаны в [106], то для остальных составляющих асимптотические методы

были разработаны либо частично (например, только для оболочек вращения

нулевой гауссовой кривизны), либо не разработаны вовсе (как в случае урав-

нений гиперболического типа с учётом сложной формы переднего волнового

фронта, так и в случае эллиптического погранслоя).

1.1 Уравнения линейной теории упругости

Рассмотрим упругую оболочку произвольного профиля. Введем ортого-

нальную систему координат, представленную в векторной форме:

𝑃 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) = 𝑀̄(𝛼1, 𝛼2) + 𝛼3𝑛̄, (1.1.1)

где 𝑀̄(𝛼1, 𝛼2) – радиус-вектор срединной поверхности оболочки, 𝛼1, 𝛼2 – па-

раметры линий кривизны на срединной поверхности 𝛼3 = 0; 𝑛̄ – единичный

вектор нормали к срединной поверхности, 𝛼3 – расстояние от срединной поверх-

ности по нормали.

Трёхмерные уравнения теории упругости в координатах 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 запишут-

ся в следующей форме [49].
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Уравнения движения:

𝜕

𝜕𝛼𝑖

(︀
𝐻𝑖𝐻3𝜎𝑖𝑖

)︀
+

𝜕

𝜕𝛼𝑗

(︀
𝐻𝑖𝐻3𝜎𝑖𝑗

)︀
+

𝜕

𝜕𝛼3

(︀
𝐻𝑖𝐻𝑗𝜎𝑖3

)︀
−

−𝐻3
𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝜎𝑗𝑗 −𝐻𝑗

𝜕𝐻3

𝜕𝛼𝑖
𝜎33 +𝐻3

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝜎𝑗𝑖 +𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼3
𝜎3𝑖 − 𝜌

𝜕2𝑣𝑖
𝜕𝑡2

= 0,

𝜕

𝜕𝛼3

(︀
𝐻1𝐻2𝜎33

)︀
+

𝜕

𝜕𝛼1

(︀
𝐻3𝐻2𝜎31

)︀
+

𝜕

𝜕𝛼2

(︀
𝐻3𝐻1𝜎32

)︀
−

−𝐻2
𝜕𝐻1

𝜕𝛼3
𝜎11 −𝐻1

𝜕𝐻2

𝜕𝛼3
𝜎22 +𝐻2

𝜕𝐻3

𝜕𝛼1
𝜎13+

+𝐻1
𝜕𝐻3

𝜕𝛼2
𝜎23 − 𝜌

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

= 0,

(1.1.2)

уравнения связи между деформациями и перемещениями:

𝜀𝑖𝑖 =
1

𝐻𝑖

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼𝑗

+
1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑣𝑖 +

1

𝐻1𝐻3

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼3
,

𝜀33 =
1

𝐻3

𝜕𝑣3
𝜕𝛼3

+
1

𝐻3𝐻1

𝜕𝐻3

𝜕𝛼1
𝑣1 +

1

𝐻3𝐻2

𝜕𝐻3

𝜕𝛼2
𝑣2,

𝜀𝑖𝑗 =
𝐻𝑖

𝐻𝑗

𝜕

𝜕𝛼𝑗

(︁ 𝑣𝑖
𝐻𝑖

)︁
+
𝐻𝑗

𝐻𝑖

𝜕

𝜕𝛼𝑖

(︁ 𝑣𝑗
𝐻𝑖

)︁
,

𝜀3𝑖 =
𝐻3

𝐻𝑖

𝜕

𝜕𝛼𝑖

(︁ 𝑣3
𝐻3

)︁
+
𝐻𝑖

𝐻3

𝜕

𝜕𝛼3

(︁ 𝑣𝑖
𝐻𝑖

)︁
,

(1.1.3)

æ =
𝑐2
𝑐1

=

√︃
1− 2𝜈

2(1− 𝜈)
,

𝑐1 =

√︃
𝐸(1− 𝜈)

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)𝜌
, 𝑐2 =

√︃
𝐸

2(1 + 𝜈)𝜌
.

(1.1.4)

где 𝑖 ̸= 𝑗 = 1, 2 и 𝜎𝑘𝑙 − напряжения, 𝜀𝑘𝑙 − деформации, 𝑣𝑘 − перемеще-

ния, 𝜌 − плотность материала оболочки, 𝐸 – модуль Юнга, 𝜈 – коэффициент
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Пуассона, 𝑅𝑖(𝑖 = 1, 2) − главные радиусы кривизны срединной поверхности,

𝑡 − время, 𝐻𝑖 − коэффициенты Ламе, æ − отношение скорости волны сдвига

𝑐2 к скорости волны расширения 𝑐1:

Коэффициенты Ламе 𝐻𝑖 задаются для координат (1.1.1) формулами:

𝐻𝑖 = 𝐴𝑖(1 +
𝛼3

𝑅𝑖
), 𝑖 = 1, 2, 𝐻3 = 1, (1.1.5)

где 𝐴𝑖 – коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности Г,

определяемой выражением 𝐴2
1𝑑𝛼

2
1+𝐴

2
2𝑑𝛼

2
2 [49]. Производные от коэффициентов

Ламе в уравнениях (1.1.2) – (1.1.3) определяются следующим образом [49]:

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼𝑗
=
𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗

(︀
1 +

𝛼3

𝑅𝑗

)︀
,
𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼3
=
𝐴𝑖

𝑅𝑖
. (1.1.6)

Учитывая (1.1.5) – (1.1.6), запишем уравнения движения и уравнения за-

кона Гука в форме [49]:

1

𝐻𝑖

𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐻𝑗

𝜕𝜎𝑗𝑖
𝜕𝛼𝑗

+
𝜕𝜎3𝑖
𝜕𝛼3

+
1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼𝑖

(︁
𝜎𝑖𝑖 − 𝜎𝑗𝑗

)︁
+

1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼𝑗

(︁
𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑗𝑖

)︁
+

+
1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝛼3
𝜎3𝑖 +

1

𝐻𝑖

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼3
𝜎𝑖3 − 𝜌

𝜕2𝑣𝑖
𝜕𝑡2

= 0,

1

𝐻𝑖

𝜕𝜎𝑖3
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐻𝑗

𝜕𝜎𝑗3
𝜕𝛼𝑗

+
𝜕𝜎33
𝜕𝛼3

− 1

𝐻𝑖

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼3
𝜎𝑖𝑖 −

1

𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼3
𝜎𝑗𝑗+

+
1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝛼3
𝜎33 +

1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝜎𝑖3 +

1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝜎𝑗3 − 𝜌

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

= 0.
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𝜎𝑖𝑖 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︁ 𝜈

1− 𝜈

(︁ 𝜕𝑣3
𝜕𝛼3

+
1

𝐻𝑗

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝛼𝑗

+
1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝑣𝑖+

+
1

𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼3
𝑣3

)︁
+

1

𝐻𝑖

(︁ 𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
𝜕𝐻𝑖

𝛼3
𝑣3 +

1

𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑣𝑗

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︁ 𝜈

1− 𝜈

(︁ 1

𝐻𝑖

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐻𝑗

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝛼𝑗

+
1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝑣𝑗+

+
1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑣𝑗 +

1

𝐻𝑖

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼3
𝑣3 +

1

𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼3
𝑣3

)︁
+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼3

]︁
,

𝜎3𝑖 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︂
1

𝐻𝑖

𝜕𝑣3
𝜕𝛼𝑖

+
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼3

− 1

𝐻𝑖

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼3
𝑣𝑖

)︂
,

𝜎𝑖𝑗 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁ 1

𝐻𝑗

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼𝑗

+
1

𝐻𝑖

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝛼𝑖

−

− 1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑣𝑖 −

1

𝐻𝑖𝐻𝑗

𝜕𝐻𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝑣𝑗

)︁
.

(1.1.7)

Рассмотрим теперь полубесконечную оболочку вращения (рисунок 1.1) с

криволинейными координатами (𝛼, 𝜃, 𝑧) , где 𝛼 – длина дуги вдоль образующей,

𝜃 – угол в окружном направлении, 𝑧 – координата внешней нормали к срединной

поверхности.

Рисунок 1.1 — Криволинейные координаты оболочки вращения

Перепишем уравнения (1.1.7) для оболочки вращения. Обозначим через
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𝐵(𝛼) – расстояние от точки срединной поверхности до оси вращения. Коэффи-

циенты Ламе заданной триортогональной системы координат задаются следу-

ющими соотношениями:

𝐻1 = 1 +
𝑧

𝑅1
, 𝐻2 = 𝐵

(︁
1 +

𝑧

𝑅2

)︁
. (1.1.8)

Вместо коэффициента Ламе 𝐻2 введем его приведенное значение 𝐻*
2 :

𝐻*
2 = 1 +

𝑧

𝑅2
(1.1.9)

и будем опускать в дальнейшем звездочку. Тогда уравнения (1.1.7), включаю-

щие уравнения движения и закон Гука, перепишутся в виде:

𝐻2
𝜕𝜎11
𝜕𝛼

+
𝐻1

𝐵

𝜕𝜎12
𝜕𝜃

+𝐻1𝐻2
𝜕𝜎13
𝜕𝑧

+
𝐵′𝐻1

𝐵

(︁
𝜎11 − 𝜎22

)︁
+

+
(︁
2
𝐻2

𝑅1
+
𝐻1

𝑅2

)︁
𝜎13 − 𝜌𝐻1𝐻2

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

= 0,

𝐻2
𝜕𝜎12
𝜕𝛼

+
𝐻1

𝐵

𝜕𝜎22
𝜕𝜃

+𝐻1𝐻2
𝜕𝜎23
𝜕𝑧

+ 2
𝐵′𝐻1

𝐵
𝜎12+

+
(︁𝐻2

𝑅1
+ 2

𝐻1

𝑅2

)︁
𝜎23 − 𝜌𝐻1𝐻2

𝜕2𝑣2
𝜕𝑡2

= 0,

𝐻2
𝜕𝜎13
𝜕𝛼

+
𝐻1

𝐵

𝜕𝜎23
𝜕𝜃

+𝐻1𝐻2
𝜕𝜎13
𝜕𝑧

− 𝐻2

𝑅1
𝜎11 −

𝐻1

𝑅2
𝜎22+

+
(︁𝐻1

𝑅2
+
𝐻2

𝑅1

)︁
𝜎33 −

𝐵′𝐻1

𝐵
𝜎13 − 𝜌𝐻1𝐻2

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

= 0,

(1.1.10)
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𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

[︂
𝑘2
𝐻1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1

(︁𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+
1

𝐻2𝐵

𝜕𝑣2
𝜕𝜃

+
𝐵′

𝐻2𝐵
𝑣1

)︁
+

+
(︁ 𝑘2
𝐻1𝑅1

+
𝑘1

𝐻2𝑅2

)︁
𝑣3,

𝜎22 =
𝐸

1 + 𝜈

[︂
𝑘1

(︁ 1

𝐻1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

)︁
+ 𝑘2

(︁ 1

𝐻2𝐵

𝜕𝑣2
𝜕𝜃

+
𝐵′

𝐻2𝐵
𝑣1

)︁
+

+
(︁ 𝑘1
𝐻1𝑅1

+
𝑘2

𝐻2𝑅2

)︁
𝑣3,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

[︂
𝑘1

(︁ 1

𝐻1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
1

𝐻2𝐵

𝜕𝑣2
𝜕𝜃

𝐵′

𝐻2𝐵
𝑣1

)︁
+ 𝑘2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+

+𝑘1

(︁ 1

𝐻1𝑅1
+

1

𝐻2𝑅2

)︁
𝑣3,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
1

𝐻1

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

− 1

𝐻1𝑅1
𝑣1

)︁
,

𝜎12 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁ 1

𝐻1

𝜕𝑣2
𝜕𝛼

+
1

𝐻2𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜃

− 𝐵′

𝐵𝐻2
𝑣2

)︁
,

𝜎23 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁𝜕𝑣2
𝜕𝑧

+
1

𝐻2𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝜃

− 1

𝐻2𝑅2
𝑣2

)︁
,

(1.1.11)

где 𝑘1 = 𝜈/(1− 2𝜈), 𝑘2 = (1− 𝜈)/(1− 2𝜈).

Запишем также уравнения движения и закон Гука для цилиндрической

оболочки с радиусом 𝑅:
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(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁𝜕𝜎11
𝜕𝛼

+
1

𝑅

𝜕𝜎12
𝜕𝜃

+
(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁𝜕𝜎13
𝜕𝑧

+

+
1

𝑅
𝜎13 − 𝜌

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

= 0,

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁𝜕𝜎12
𝜕𝛼

+
1

𝑅

𝜕𝜎22
𝜕𝜃

+
(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁𝜕𝜎23
𝜕𝑧

+

+
2

𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁
𝜎23 − 𝜌

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁𝜕2𝑣2
𝜕𝑡2

= 0,

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁𝜕𝜎13
𝜕𝛼

+
1

𝑅

𝜕𝜎23
𝜕𝜃

+
(︀
1 +

𝑧

𝑅

)︀𝜕𝜎33
𝜕𝑧

−

− 1

𝑅

(︁
𝜎22 − 𝜎33

)︁
− 𝜌
(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

= 0,

(1.1.12)

𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

[︂
𝑘2
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

+ 𝑘1

(︁𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+
1

𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁−1𝜕𝑣2
𝜕𝜃

)︁
+
𝑘1
𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁−1

𝑣3

]︂
,

𝜎22 =
𝐸

1 + 𝜈

[︂
𝑘1
(︀𝜕𝑣
𝜕𝛼

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

)︀
+ 𝑘2

1

𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁−1𝜕𝑣2
𝜕𝜃

+
𝑘2
𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁−1

𝑣3

]︂
,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

[︂
𝑘1

(︂
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
1

𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁−1𝜕𝑣2
𝜕𝜃

)︂
+ 𝑘2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+
𝑘1
𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁−1

𝑣3

]︂
,

𝜎13 =
𝐸

2
(︀
1 + 𝜈

)︀[︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

]︁
,

(1.1.13)

𝜎12 =
𝐸

2
(︀
1 + 𝜈

)︀[︁𝜕𝑣2
𝜕𝛼

+
1

𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁−1𝜕𝑣1
𝜕𝜃

]︁
,

𝜎23 =
𝐸

2
(︀
1 + 𝜈

)︀[︁𝜕𝑣2
𝜕𝑧

+
1

𝑅

(︁
1 +

𝑧

𝑅

)︁−1𝜕𝑣3
𝜕𝜃

]︁
.

На примере этой оболочки удобно рассматривать модельные задачи рас-

пространения волн для всех классификационных случаев.
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1.2 Классификация граничных условий при ударных

воздействиях на торцы оболочек вращения

Пусть на торец оболочки в момент времени 𝑡 = 0 прикладывается удар-

ная нагрузка. Рассматриваем три типа воздействия, а именно, продольное воз-

действие тангенциального типа, продольное воздействие изгибающего типа и

нормальное воздействие. Все три воздействия соответствуют классификации

У.К. Нигула [217]. В основе классификации лежат основные свойства нестаци-

онарного НДС в тонких оболочках, определяющие поведение напряжений и

деформаций в окрестностях волновых фронтов и квазифронтов. При различ-

ных типах торцевых ударных воздействий скачки напряжений и деформаций

возникают как в окрестности фронта волны расширения (симметричного или

антисимметричного типов погранслоя), так и в окрестности фронта волны сдви-

га.

Рассмотрим торцевые нагрузки, при которых ударные воздействия имеют

место в начальный момент времени и моделируются скачками соответствующих

напряжений. В работе [106] указано, что при этом нагрузку на торце можно

представить в виде суммы трёх составляющих: самоуравновешенной по нор-

мальной координате, гладкой по времени несамоуравновешенной по нормаль-

ной координате и разрывной по времени несамоуравновешенной по нормальной

координате. Первая составляющая вызывает быстроизменяющееся по продоль-

ной координате НДС, сосредоточенное только в малых окрестностях торца и

фронтов волн (реализация принципа Сен-Венана в нестационарной динамике).

Вторая составляющая порождает НДС, описываемое только двумерной теори-

ей Кирхгофа-Лява (при показателе динамичности этой составляющей, равной

или большем единице, такое НДС описывается только точной трёхмерной тео-

рией упругости), корректируемое в малой окрестности торца квазистатическим

погранслоем. Третья составляющая, представляемая разрывной функцией Хе-
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висайда, определяет главную часть нестационарного НДС тонких оболочек и

будет рассматриваться в настоящем исследовании.

В первом случае (LT – нагружение) мы имеем ненулевое значение продоль-

ного нормального усилия. Например, граничные условия:

𝜎11 = 𝐼𝐻(𝑡)𝑓(𝜃), 𝑣2 = 𝑣3 = 0, 𝛼 = 0,

𝑓(𝜃) = cos𝑚𝜃 или 𝑓(𝜃) = − sin𝑚𝜃,
(1.2.1)

где 𝐻(𝑡) – единичная функция Хевисайда, 𝐼 – амплитуда, соответствуют этой

нагрузке. Подробно основные свойства нестационарного НДС в оболочках вра-

щения для всех указанных типов воздействия мы опишем в следующем парагра-

фе, здесь только отметим, что в случае LT воздействия его ударный характер

определяет особые свойства решения в прифронтовой области волны расшире-

ния (симметричный тип погранслоя гиперболического) и в окрестности фронта

волны растяжения-сжатия по двумерной теории Кирхгофа-Лява.

Во втором случае (LM – нагружение) мы имеем на торце ненулевой изги-

бающий момент. Приведём пример граничных условий такого типа:

𝜎11 = 𝐼𝑧𝐻(𝑡)𝑓(𝜃), 𝑣2 = 𝑣3 = 0, 𝛼 = 0. (1.2.2)

В этом случае особое свойство решения проявляется также в окрестности

фронта волны расширения, но здесь мы имеем антисимметричный тип гипер-

болического погранслоя.

В третьем же случае (NW – нагружение) мы имеем на торце ненулевое

значение перерезывающей силы. Пример таких граничных условий:

𝜎13 = 𝐼𝐻(𝑡)𝑓(𝜃), 𝑣1 = 𝑣2 = 0, 𝛼 = 0. (1.2.3)

Здесь особое свойство решения проявляется как в окрестности фронта вол-

ны сдвига, так и в окрестности условного фронта поверхностных волн Рэлея.
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Отметим также, что если для первых двух типов воздействия обычно ис-

пользуется (и частично оправдано) двумерная теория Кирхгофа-Лява, то для

третьего типа воздействия обычно пытаются использовать теорию типа Тимо-

шенко.

Будем рассматривать только однородные начальные условия:

𝑣𝑖 =
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

= 0 (𝑖 = 1, 2, 3), 𝑡 = 0 (1.2.4)

и будем считать, что лицевые поверхности оболочки свободны от напряжений

(исключением является случай поверхностной ударной нагрузки нормального

типа, рассмотренный в Главе 5 и Главе 6):

𝜎13 = 𝜎23 = 𝜎33 = 0, 𝑧 = ±ℎ. (1.2.5)

Также предположим, что упругие волны не достигают второго края обо-

лочки и ограничимся теми значениями времени, когда расстояние, пройденное

передними фронтами волн, соизмеримо с характерным значением радиусов кри-

визны.

1.3 Характерные типы нестационарного НДС

в оболочках вращения при ударных торцевых

воздействиях

Рассмотрим характерные типы нестационарного НДС, соответствующие

динамическим торцевым нагрузкам по классификации У.К. Нигула (1.2.1) –

(1.2.3). В работах [217], [139], [140] – [142], [106], [191], [201] проведено сопо-

ставление численных результатов, полученных для пластин и цилиндрических

оболочек при решении конкретных задач методами конечных разностей, пере-

вала, стационарной фазы, прифронтовой асимптотики и др., а также выполнен
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анализ использования в различных областях фазовой плоскости приближен-

ных теорий. Представленные там модельные задачи помогли выстроить общую

асимптотическую теорию рассматриваемых волновых процессов в произволь-

ных тонкостенных оболочках на примере оболочек вращения, основанную на

анализе показателей изменяемости и динамичности в разных областях фазовой

плоскости. Приведённые ниже общие положения описания рассматриваемых

типов нестационарных НДС оболочек вращения различными асимптотически-

ми теориями полностью доказываются в дальнейших главах диссертации. Раз-

берем детально каждый из рассматриваемых случаев.

В случае воздействия LT (граничное условие (1.2.1)) предлагаемая схема

решения для продольного усилия 𝑇1 в оболочке вращения, как обобщение схемы

решения, представленной в [106], [107], [74], [75], изображена на рисунке 1.2.

Здесь красной жирной линией (линия 1) представлено решение по трёхмерной

теории упругости и синей тонкой линией (линия 2) – по теории Кирхгофа-Лява;

рассматривается осесимметричный случай НДС. Через 𝑐3 обозначена скорость

волны растяжения-сжатия по двумерной теории Кирхгофа-Лява:

𝑐3 =

√︃
𝐸(︀

1− 𝜈2
)︀
𝜌
. (1.3.1)

При этом динамический погранслой представлен в виде трёх составляющих: ги-

перболический погранслой (область R1), симметричная коротковолновая высо-

кочастотная составляющая (область R2), параболический погранслой (область

R3). Введение этих трёх составляющих, вместо «динамический погранслой в

окрестности фронта волны расширения», «квазиплоская квазисимметричная

составляющая» и «динамический погранслой в окрестности квазифронта» но-

сит принципиальный характер: для вновь введённых погранслоёв асимптотиче-

ски оптимальные уравнения построены сразу из трёхмерных уравнений теории

упругости. Отметим, что введённые погранслои, вместе с двумерной безмомент-

ной составляющей, определяют асимптотически главную часть искомого реше-
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Рисунок 1.2 — Схема решения для продольного усилия 𝑇1: красная линия –
решение по трёхмерной теории упругости, черная линия – решение по теории

Кирхгофа-Лява.

ния.

Анализ решения для 𝑇1 по трехмерной теории упругости, представленного

жирной красной линией, на рисунке 1.2, позволяет сделать следующие выводы:

– основной разрыв решения, вызванный ударным характером нагрузки при

воздействии типа LT, переносится фронтом волны расширения со скоро-

стью 𝑐1;

– вблизи фронта волны расширения в малой окрестности R1, как показывают

расчеты, порядка толщины оболочки, образуется зона прифронтового ре-

шения, не описываемая никакими приближенными двумерными теориями;

– за прифронтовой зоной образуется зона малоамплитудных осцилляций R2,

не представляющая, в силу малости, никакого интереса для практических

расчётов;

– в районе фронта волны растяжения-сжатия по двумерной теории Кирхгофа-
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Лява образуется зона решения R3, в которой оно резко, но непрерывно воз-

растает; с этой точки зрения оно носит характер квазифронта и исправляет

недостаток двумерной теории, заменяя «неправильный» двумерный фронт

волны растяжения-сжатия квазифронтом;

– в зоне R4 действует безмоментная составляющая теории Кирхгофа-Лява;

– в зоне R5, протяженностью порядка толщины оболочки, должен действо-

вать квазистатический погранслой типа Сен-Венана.

Проведенный анализ решения позволяет сделать следующие выводы:

– рассмотренные свойства решения полностью соответствуют выводам, сде-

ланным В.В. Новожиловым и Л.И. Слепяном в работах [145], [156], [157]

относительно принципа Сен-Венана при изучении переходных волновых

процессов в динамике стержней и пластин: основным положением является

здесь то, что главная часть деформаций, соответствующих внезапно прила-

гаемым нагрузкам, локализуется вблизи волновых фронтов и того сечения,

где приложено возмущение;

– абсолютно неправомерный, с точки зрения гиперболических уравнений трёх-

мерной теории упругости, двумерный фронт волны растяжения-сжатия вы-

деляет ту часть деформированной конструкции, где сосредоточена энерге-

тически главная часть нестационарного НДС. Тем самым подтверждается

возможность использования безмоментной составляющей теории Кирхгофа-

Лява для описания основной, с энергетической точки зрения, части неста-

ционарного НДС в оболочках при нагрузках типа LT;

– двумерная теория Кирхгофа-Лява, впрочем как и любая другая двумер-

ная теория, не может, при всем вышеуказанном, описать нестационарное

НДС во всех участках фазовой плоскости: области R3, R2, R1 и R5 требу-

ют принципиально иных подходов описания, которые найдены с помощью
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вывода асимптотически оптимальных уравнений из трёхмерных уравнений

теории упругости.

В случае воздействия LM (граничное условие (1.2.2)) предлагаемая схе-

ма решения для изгибающего момента 𝐺1 (рассматривается осесимметричный

случай НДС по трёхмерной теории упругости) в некоторый момент времени,

который много больше времени пробега передним фронтом толщины оболочки,

изображена на рисунке 1.3. Здесь, как и в случае воздействия LT, схема являет-

ся обобщением схемы решения, представленной в [106], [107], [74], [75]. При этом

динамический погранслой представлен уже в виде двух составляющих: анти-

симметричный гиперболический погранслой (область R1) и антисимметричная

коротковолновая высокочастотная составляющая (область R2). Введение этих

составляющих вместо «динамического погранслоя в окрестности фронта вол-

ны расширения» и «квазиплоской квазиантисимметричной составляющей» но-

сит аналогичный принципиальный характер, а введённый погранслой вместе с

двумерной изгибной составляющей определяют асимптотически главную часть

искомого решения.

В этом случае, как и при воздействии LT, схема решения для 𝐺1, пред-

ставленная в [74], также получила своё дальнейшее развитие: «динамический

погранслой» в окрестности фронта волны расширения стал называться «ги-

перболический погранслой» (теперь уже антисимметричного типа) – область

R1; «квазиплоская квазиантисимметричная составляющая» получила название

«коротковолновая высокочастотная составляющая». Область R2, области R3 и

R4 определяются, как и представлено в [74], изгибной составляющей теории

Кирхгофа-Лява и наложением квазистатического погранслоя типа Сен-Венана

на изгибную составляющую.

Анализ решения для 𝐺1 позволяет сделать следующие выводы:

– основной разрыв решения, вызванный ударным характером нагрузки при

воздействии типа LM, переносится фронтом волны расширения со скоро-
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стью 𝑐1;

Рисунок 1.3 — Схема решения для изгибающего момента при воздействии
типа LM

– вблизи фронта волны расширения, в малой окрестностиR1, как показывают

расчёты, размером порядка толщины оболочки, образуется зона прифрон-

тового решения, не описываемая никакими приближенными двумерными

теориями;

– за прифронтовой зоной, как и в случае воздействия типа LT, образуется

зона малоамплитудных осцилляций R2, не представляющая никакого инте-

реса для практических расчетов;

– в зонеR3 решение полностью определяется теорией Кирхгофа-Лява, а имен-

но, её моментной составляющей – динамическим простым краевым эффек-

том;
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– в зоне R4, протяженностью порядка толщины оболочки, имеет место ква-

зистатический погранслой типа Сен-Венана.

Из приведенных выводов следует:

– как и в предыдущем случае, рассмотренные свойства полностью соответ-

ствуют выводам, сделанным В.В. Новожиловым и Л.И. Слепяном относи-

тельно принципа Сен-Венана при изучении переходных волновых процессов

в динамике стержней и пластин;

– подтверждается возможность использования параболических уравнений тео-

рии Кирхгофа-Лява для описания основной, с энергетической точки зрения,

части нестационарного НДС в оболочках при моментных его типах: энерге-

тически главная часть нестационарного НДС сосредоточена в области дей-

ствия динамического простого краевого эффекта оболочки, описываемого

моментной составляющей теории Кирхгофа-Лява.

Как и в случае воздействия LT, теория Кирхгофа-Лява (равно как и другие

двумерные теории) не может описать нестационарное НДС во всех участках

фазовой плоскости: области R2, R1 и R4 требуют принципиально иных подходов

описания, которые найдены с помощью вывода асимптотически оптимальных

уравнений из трёхмерных уравнений теории упругости.

Перейдем к последнему рассматриваемому случаю – случаю воздействия

NW (граничное условие (1.2.3)). Схема решения по трёхмерной теории упру-

гости для перерезывающей силы 𝑁1 в оболочке вращения в некоторый момент

времени, много больший времени пробега передним фронтом волны толщины

оболочки, изображена на рисунке 1.4, где 𝑐𝑅 – скорость условного фронта по-

верхностных волн Рэлея. Впервые аналоги этой схемы были подробно описаны

в работах [118], [119] для пластин и в работах [125], [94], [95] для цилиндрических

оболочек. В рассматриваемой схеме применяются следующие асимптотические

теории: R1 – коротковолновая высокочастотная составляющая антисиммет-

ричного вида; R2 – гиперболический погранслой в окрестности фронта волны
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сдвига; R3 – эллиптический погранслой в окрестности условного фронта по-

верхностных волн Рэлея; R4 – изгибная составляющая теории Кирхгофа-Лява;

R5 – наложение изгибной составляющей и квазистатического погранслоя.

Рисунок 1.4 — Схема решения для перерезывающей силы при воздействии
типа NW

Анализ решения для 𝑁1 по трёхмерной теории упругости, представленного

на рисунке 1.4, позволяет сделать следующие выводы:

– основной разрыв решения, вызванный ударным характером нагрузки при

воздействии типа NW, переносится фронтом волны сдвига со скоростью 𝑐2;

– вблизи фронта волны сдвига в малой окрестности R2 размером порядка от-

носительной толщины оболочки образуется зона прифронтового решения,

не описываемая никакими двумерными приближенными теориями, вклю-

чая различные модификации двумерной теории типа Тимошенко;

– в районе ложного (с точки зрения общей трёхмерной теории упругости)

фронта волны сдвига по двумерной теории типа Тимошенко образуется зо-

на решения R3, в которой оно резко, но непрерывно изменяется, носит ха-
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рактер квазифронта и исправляет недостаток двумерных теорий, заменяя

«неправильный» двумерный фронт квазифронтом;

– в зоне R4 решение полностью определяется двумерной теорией Кирхгофа-

Лява, а именно, её моментной составляющей;

– в зоне R5, протяженностью порядка толщины оболочки, имеет место ква-

зистатический погранслой типа Сен-Венана;

– в остальных областях R1 образуются зоны малоамплитудных осцилляций,

не предоставляющие никакого интереса для практических расчётов.

Из приведенных выводов следует:

– как и в предыдущих двух случаях, рассмотренные свойства полностью со-

ответствуют выводам, сделанным В.В. Новожиловым и Л.И. Слепяном от-

носительно принципа Сен-Венана при изучении переходных волновых про-

цессов в динамике стержней и пластин;

– подтверждается, как и в предыдущих случаях, возможность использования

параболических уравнений теории Кирхгофа-Лява для описания основной,

с энергетической точки зрения, части нестационарного НДС: его энергети-

чески главная часть сосредоточена в области действия динамического про-

стого краевого эффекта оболочки, описываемого моментной составляющей

теории Кирхгофа-Лява;

– никакая двумерная теория (включая и теории типа Тимошенко, формиру-

ющие ложный фронт сдвиговой волны, распространяющейся со скоростью

условного фронта поверхностных волн Рэлея) не может описать нестаци-

онарное НДС во всех участках фазовой плоскости: области R3, R2, R1 и

R5 требуют принципиально иных подходов описания, которые найдены с

помощью вывода асимптотически оптимальных уравнений из трёхмерных

уравнений теории упругости.
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1.4 Асимптотическая теория двумерных

тангенциальной и изгибной составляющих

Двумерные уравнения теории оболочек в случае статики были выведены

асимптотическим методом А.Л. Гольденвейзером [49]. Случай динамического

НДС отличается от статического гораздо более сложным анализом трёхмер-

ных уравнений теории упругости, основанным на учёте не только изменяемо-

сти НДС по пространственным координатам, но и динамичности процесса по

временной переменной. Отметим, что впервые анализ интегралов динамиче-

ских уравнений линейной двумерной теории оболочек с учётом значений пока-

зателей изменяемости и динамичности был выполнен А. Л. Гольденвейзером в

работе [48].

Разработка асимптотически оптимальных уравнений, описывающих дина-

мическое НДС тонких оболочек необходима как в задачах колебаний, так и

в задачах о нестационарных волнах. С этой целью потребовалось разработать

методы асимптотического интегрирования точных уравнений трёхмерной ди-

намики при различных соотношениях между показателями изменяемости и ди-

намичности, приводящие к совершенно новым, по сравнению со статикой и ста-

ционарной динамикой, типам НДС. В [66] и диссертации [74] разработан метод

асимптотического интегрирования с целью получения длинноволновых низко-

частотных приближений, обобщающих соответствующие составляющие класси-

ческой двумерной теории Кирхгофа-Лява. Выделены тангенциальные и изгиб-

ные типы НДС произвольных оболочек, соответственно при LT и LM воздей-

ствиях. Отличие указанного типа асимптотического интегрирования от случая,

рассмотренного в статике [49], заключается в том, что здесь процессы асимпто-

тического интегрирования строятся отдельно для двух указанных типов НДС,

а затем на их базе записываются общие двумерные уравнения.

В предыдущем параграфе были сформулированы принципы применения
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двумерных динамических составляющих для полного построения нестационар-

ного НДС в тонкостенных конструкциях при ударных воздействиях. Отметим,

что в случае осесимметричного НДС для безмоментной составляющей между

показателем изменяемости по продольной координате 𝑞 и показателем дина-

мичности 𝑎 выполняется соотношение 𝑞 = 𝑎, а для изгибной составляющей

соотношение между ними принимает вид 𝑞 = (1 + 𝑎)/2.

Результаты работы [66] широко использовались в дальнейшем построении

асимптотической теории динамики тонких оболочек [191]. Приведём уравнения

тангенциальной (или безмоментной) и изгибной составляющих.

Асимптотика компонент НДС в случае безмоментной составляющей имеет

следующий вид [66]:

𝑣𝑖 = 𝑅𝜀𝑞(𝑣0𝑖 + 𝜀𝑣1𝑖 ), 𝑣3 = 𝑅𝜀(𝑣03 + 𝜀2𝑞−1𝑣13),

𝜎𝑖𝑗 = 𝐸(𝜎0𝑖𝑗 + 𝜀𝜎1𝑖𝑗), 𝜎𝑖3 = 𝐸𝜀3−3𝑞(𝜎0𝑖3 + 𝜀2𝑞−1𝜎1𝑖3),

𝜎33 = 𝐸𝜀2−2𝑞(𝜎033 + 𝜀𝜎133), 𝑖, 𝑗 = 1, 2,

(1.4.1)

где малый параметр тонкостенности 𝜀 = ℎ/𝑅, 𝑅 – характерное значение ради-

усов кривизны срединной поверхности оболочки. В представлении (1.4.1) [66]

считается, что все величины с индексами нуль и единица имеют один и тот же

асимптотический порядок. Величины с индексами нуль задают НДС, симмет-

ричное относительно срединной поверхности оболочки, а величины с индексом

единица – антисимметричное: 𝜎0𝑖𝑗, 𝜎
0
33, 𝑣

0
𝑖 , 𝜎

1
𝑖3, 𝑣

1
3 – чётные функции по безраз-

мерной нормальной координате 𝜁 = 𝑧/ℎ, а 𝜎0𝑖3, 𝑣
0
3, 𝜎

1
𝑖𝑗, 𝜎

1
33, 𝑣

1
𝑖 – нечётные.

Асимптотическое интегрирование исходных трёхмерных уравнений теории

упругости для рассматриваемой составляющей с учётом указанных значений

показателей изменяемости и динамичности НДС определило в рамках асимп-

тотической погрешности 𝑂(𝜀2−2𝑞) (известной из [49] асимптотической погрешно-

сти уравнений теории оболочек) следующий полиноминальный по нормальной
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координате 𝜁 вид рассматриваемых компонент:

𝑣0𝑖 = 𝑣0𝑖,0, 𝑣13 = 𝑣13,0, 𝜎0𝑖,𝑗 = 𝜎
(0)
𝑖𝑗,0, 𝑣1𝑖 = 𝑣1𝑖,1𝜁, 𝑣03 = 𝑣03,1𝜁,

𝜎1𝑖𝑗,1 = 𝜎1𝑖𝑗,1𝜁, 𝜎1𝑖3 = 𝜎1𝑖3,0 + 𝜎1𝑖3,2𝜁
2, 𝜎033 = 𝜎033,0 + 𝜎033,2𝜁

2, 𝑖, 𝑗 = 1, 2,

(1.4.2)

где все входящие в (1.4.2) функции с запятой в нижнем индексе не зависят от

нормальной координаты.

Обозначим продольные и сдвигающие усилия, 𝑇𝑖 и 𝑆𝑖𝑗 соответственно, тан-

генциальные перемещения 𝑢𝑖, прогиб срединной поверхности – 𝑤, компоненты

тангенциальной деформации 𝜀𝑖, 𝜔. Введём безразмерные формы этих компонент

НДС.

𝑇𝑖 = 2𝐸ℎ𝜎0𝑖𝑖,0, 𝑆𝑖𝑗 = 2𝐸ℎ𝜎0𝑖𝑗,0,

𝑢𝑖 = 𝑅𝜀𝑞𝑣0𝑖,0, 𝑤 = 𝑅𝜀2𝑞𝑣13,0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

(1.4.3)

Тогда двумерные уравнения для безмоментной составляющей могут быть запи-

саны в виде [66]:

1

𝐴𝑖

𝜕𝑇𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐴𝑗

𝜕𝑆𝑖𝑗

𝜕𝛼𝑗
+

1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖

(︁
𝑇𝑖 − 𝑇𝑗

)︁
+

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
(𝑆𝑖𝑗 + 𝑆𝑗𝑖)− 2𝜌ℎ

𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑡2

= 0,

𝑇1
𝑅1

+
𝑇2
𝑅2

+ 2𝜌ℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0, 𝑖 = 1, 2.

(1.4.4)
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𝑇𝑖 =
2𝐸ℎ

1− 𝜈2
(𝜀𝑖 + 𝜈𝜀𝑗), 𝑆𝑖𝑗 =

𝐸ℎ

1 + 𝜈
𝑤,

𝜀𝑖 =
1

𝐴𝑖

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑢𝑗 +

𝑤

𝑅𝑖
,

𝜔 =
𝐴1

𝐴2

𝜕

𝜕𝛼2

(︁ 𝑢1
𝐴1

)︁
+
𝐴2

𝐴1

𝜕

𝜕𝛼1

(︁ 𝑢2
𝐴2

)︁
, 𝑖 = 1, 2.

(1.4.5)

Перейдём к случаю изгибной составляющей. Асимптотика компонент НДС

определяется следующим образом [66]:

𝑣𝑖 = 𝑅𝜀
(︁
𝜀2𝑞−1𝑣0𝑖 + 𝑣1𝑖

)︁
, 𝑣3 = 𝑅𝜀𝑞

(︁
𝜀𝑣03 + 𝑣13

)︁
,

𝜎𝑖𝑗 = 𝐸𝜀1−𝑞
(︁
𝜀2𝑞−1𝜎0𝑖𝑗 + 𝜎1𝑖𝑗

)︁
, 𝜎𝑖3 = 𝐸𝜀2−2𝑞

(︁
𝜀𝜎0𝑖3 + 𝜎133

)︁
,

𝜎33 = 𝐸𝜀3−3𝑞
(︁
𝜀2𝑞−1𝜎033 + 𝜎133

)︁
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

(1.4.6)

Здесь величины с индексами нуль и единица имеют тот же смысл, что и в

(1.4.1). Закон изменения компонент из (1.4.6) задаётся соотношениями (1.4.2) и

формулой:

𝜎133 = 𝜎133,1𝜁 + 𝜎133,3𝜁
3. (1.4.7)

Аналогично (1.4.3) введём следующие безразмерные формы компонент НДС:

𝑇𝑖 = 2𝐸ℎ𝜀𝑞𝜎0𝑖𝑖,0, 𝑆𝑖𝑗 = 2𝐸ℎ𝜀𝑞𝜎0𝑖𝑗,0, 𝐺𝑖 = −2

3
𝐸ℎ2𝜀1−𝑞𝜎1𝑖𝑖,1,

𝐻𝑖𝑗 =
2

3
𝐸ℎ2𝜀1−𝑞𝜎1𝑖𝑗,1, 𝑁𝑖 = −2𝐸ℎ𝜀2−2𝑞

(︁
𝜎1𝑖3,0 +

1

3
𝜎1𝑖3,2

)︁
,

𝑢𝑖 = 𝑅𝜀2𝑞𝑣0𝑖,0, 𝑤 = 𝑅𝜀𝑞𝑣13,0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2,

(1.4.8)

где 𝐺𝑖 и 𝐻𝑖𝑗 – изгибающий и скручивающий моменты, 𝑁𝑖 – перерезывающие

усилия. Двумерные уравнения для изгибной составляющей имеют следующую

форму [66]:
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1

𝐴𝑖

𝜕𝑇𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐴𝑗

𝜕𝑆𝑖𝑗

𝜕𝛼𝑗
+

1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖
(𝑇𝑖 − 𝑇𝑗) +

1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
(𝑆𝑖𝑗 + 𝑆𝑗𝑖) = 0,

𝑇1
𝑅1

+
𝑇2
𝑅2

+
1

𝐴1

𝜕𝑁1

𝜕𝛼1
+

1

𝐴2

𝜕𝑁2

𝜕𝛼2
+

+
1

𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2

𝜕𝛼1
𝑁1 +

1

𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1

𝜕𝛼2
𝑁2 + 2𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0,

(1.4.9)

1

𝐴𝑖

𝜕𝐺𝑖

𝜕𝛼𝑖
− 1

𝐴𝑗

𝜕𝐻𝑖𝑗

𝜕𝛼𝑗
+

1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖
(𝐺𝑖 −𝐺𝑗)−

− 1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
(𝐻𝑖𝑗 +𝐻𝑗𝑖)−𝑁𝑖 = 0,

𝑇𝑖 =
2𝐸ℎ

1− 𝜈2
(𝜀𝑖 + 𝜈𝜀𝑗), 𝑆𝑖𝑗 =

𝐸ℎ

1 + 𝜈
𝑤,

𝐺𝑖 = − 2𝐸ℎ3

3(1− 𝜈2)
(æ𝑖 + 𝜈æ𝑗), 𝐻𝑖𝑗 =

2𝐸ℎ3

3(1 + 𝜈)
𝜏,

𝜀𝑖 =
1

𝐴𝑖

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑢𝑗 +

𝑤

𝑅𝑖
,

𝜔 =
𝐴1

𝐴2

𝜕

𝜕𝛼2

(︁ 𝑢1
𝐴1

)︁
+
𝐴2

𝐴1

𝜕

𝜕𝛼1

(︁ 𝑢2
𝐴2

)︁
,

𝛾𝑖 =
1

𝐴𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝛼𝑖
, 𝜏 = − 1

𝐴𝑗

𝜕𝛾𝑖
𝜕𝛼𝑗

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝛾𝑗,

æ𝑖 = − 1

𝐴𝑖

𝜕𝛾𝑖
𝜕𝛼𝑖

− 1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝛾𝑗.

(1.4.10)

Отметим, что, удерживая одновременно все члены, входящие в уравнения

для безмоментной и изгибной составляющих, мы придём к полной системе дву-

мерных уравнений динамической теории оболочек Кирхгофа-Лява.

Поскольку мы сосредоточимся на изучении осесиметричных нестационар-
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ных волновых процессов в оболочках вращения, примем следующие допущения

и обозначения: 𝛼1 = 𝛼, 𝑢1 = 𝑢, 𝑢2 = 𝑣, 𝑆𝑖𝑗 = 𝑆, 𝐻𝑖𝑗 = 𝐻, 𝐴1 = 1, 𝐴2 = 𝐵. Тогда

двумерные уравнения для безмоментной составляющей записываются следую-

щим образом:

𝜕𝑇1
𝜕𝛼

+
𝐵′

𝐵
(𝑇1 − 𝑇2)− 2𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0,

𝑇1
𝑅1

+
𝑇2
𝑅2

+ 2𝜌ℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0,

(1.4.11)

𝑇𝑖 =
2𝐸ℎ

1− 𝜈2

(︁
𝜀𝑖 + 𝜈𝜀𝑗

)︁
,

𝜀1 =
𝜕𝑢

𝜕𝛼
+
𝑤

𝑅1
, 𝜀2 =

𝐵′

𝐵
𝑢+

𝑤

𝑅2
.

(1.4.12)

Выпишем также двумерные уравнения для изгибной составляющей:

𝜕𝑇1
𝜕𝛼

+
𝐵′

𝐵

(︁
𝑇1 − 𝑇2

)︁
= 0,

𝑇1
𝑅1

+
𝑇2
𝑅2

+
𝜕𝑁1

𝜕𝛼
+
𝐵′

𝐵
𝑁1 + 2𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0,

𝜕𝐺1

𝜕𝛼
+
𝐵′

𝐵
(𝐺1 −𝐺2)−𝑁1 = 0,

(1.4.13)

𝑇𝑖 =
2𝐸ℎ

1− 𝜈2

(︁
𝜀𝑖 + 𝜈𝜀𝑗

)︁
, 𝐺𝑖 = − 2𝐸ℎ3

3(1− 𝜈2)

(︁
æ𝑖 + 𝜈æ𝑗

)︁
,

𝜀1 =
𝜕𝑢

𝜕𝛼
+
𝑤

𝑅1
, 𝜀2 =

𝐵′

𝐵
𝑢+

𝑤

𝑅2
,

æ1 = −𝜕
2𝑤

𝜕𝛼2
, æ2 = −𝐵

′

𝐵

𝜕𝑤

𝜕𝛼
.

(1.4.14)
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1.5 Асимптотическая теория коротковолнового

высокочастотного приближения

В параграфе 1.3 рассмотрены характерные виды нестационарного НДС при

всех типах классификации ударных торцевых воздействий (LT, LM, NW), и во

всех них присутствуют области коротковолновых высокочастотных составляю-

щих. Вывод асимптотически оптимальных уравнений этих составляющих опи-

сан в [106] и основан на предположении о значениях показателей изменяемости

и динамичности нестационарного НДС, равных единице (𝑞 = 𝑎 = 1), что соот-

ветствует, в частности, размеру характерного рисунка деформации, имеющему

порядок толщины оболочки.

Отметим, что впервые описание коротковолновых выскочастотных прибли-

жений было проведено в 1986 году в работе Л.Ю. Коссовича «Нестационарные

задачи теории упругих тонких оболочек» [106] в рамках построения динами-

ческого погранслоя, который имеет место в некоторый начальный промежуток

времени и в окрестностях фронтов волн размером порядка радиуса оболоч-

ки. Его решение должно удовлетворять всем начальным и граничным (для на-

чального промежутка времени) условиям. Уравнения динамического погранс-

лоя имеют асимптотически главную часть, которая совпадает с динамическими

уравнениями плоской задачи теории упругости. Эти уравнения сохраняют силу

при сколь угодно больших значениях показателей изменяемоcти и динамично-

сти. Поэтому динамический погранслой должен включить в себя как рассмат-

риваемые в [75] и настоящей диссертации коротковолновые высокочастотные

составляющие, так и погранслои в окрестностях фронтов волн расширения,

сдвига и квазифронтов.

Практически, вследствие малости напряжений и деформаций, рассматри-

ваемые коротковолновые высокочастотные составляющие представляют малый

интерес, но их учёт необходим для доказательства корректности применяемого
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асимптотического метода расчленения нестационарного НДС на составляющие

с различными показателями изменяемости и динамичности: требуется доказы-

вать наличие областей согласования в фазовой плоскости решений для различ-

ных составляющих с целью выявления полноты применяемых составляющих.

В случае воздействия типа LT требуется доказывать наличие областей согла-

сования симметричной коротковолновой высокочастотной составляющей с сим-

метричным гиперболическим погранслоем в окрестности фронта волны расши-

рения и с параболическим погранслоем в окрестности квазифронта двумерной

волны растяжения-сжатия. В случае воздействия типа LM – с антисиметричным

гиперболическим погранслоем в окрестности фронта волны расширения и из-

гибной составляющей по теории Кирхгофа-Лява. А в случае воздействия ти-

па NW – с гиперболическим погранслоем в окрестности фронта волны сдвига,

с эллиптическим погранслоем в окрестности условного фронта поверхностной

волны Рэлея и с изгибной составляющей по теории Кирхгофа-Лява.

В общем случае произвольной оболочки уравнения для асимптотически

главной составляющей рассматриваемой компоненты запишутся в виде [106],

[75], [191]:

1

𝐴𝑖

𝜕𝜎𝑖𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐴𝑗

𝜕𝜎𝑗𝑖
𝜕𝛼𝑗

+
𝜕𝜎33
𝜕𝛼3

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖

(︁
𝜎𝑖𝑖 − 𝜎𝑗𝑗

)︁
+

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗

(︁
𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑗𝑖

)︁
− 𝜌

𝜕2𝑣𝑖
𝜕𝑡2

= 0,

1

𝐴𝑖

𝜕𝜎𝑖3
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐴𝑗

𝜕𝜎𝑗3
𝜕𝛼𝑗

+
𝜕𝜎33
𝜕𝛼3

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝜎𝑖3+

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝜎𝑗3 − 𝜌

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

= 0,

(1.5.1)
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𝜎𝑖𝑖 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︂
𝜈

1− 𝜈

(︁ 𝜕𝑣3
𝜕𝛼3

+
1

𝐴𝑗

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝛼𝑗

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝑣𝑖

)︁
+

+
1

𝐴𝑖

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑣𝑗

]︂
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︂
𝜈

1− 𝜈

(︁ 1

𝐴𝑖

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼𝑖

+
1

𝐴𝑗

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝛼𝑗

+

+
1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝑣𝑖 +

1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑣𝑗

)︁
+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼3

]︂
,

𝜎3𝑖 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

[︂
1

𝐴𝑖

𝜕𝑣3
𝜕𝛼𝑖

+
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼3

]︂
,

𝜎𝑖𝑗 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

[︂
1

𝐴𝑗

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛼𝑗

+
1

𝐴𝑖

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝛼𝑖

−

− 1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝛼𝑗
𝑣𝑖 −

1

𝐴𝑖𝐴𝑗

𝜕𝐴𝑗

𝜕𝛼𝑖
𝑣𝑗

]︂
, (𝑖 ̸= 𝑗 = 1, 2).

(1.5.2)

Уравнения (1.5.1) – (1.5.2) соответствуют уравнениям трёхмерной теории

упругости для плоского слоя с условием, что срединная плоскость слоя совпада-

ет с метрикой срединной поверхности оболочки. Коэффициенты этих уравнений

не зависят от нормальной координаты 𝛼3 и являются функциями от коэффи-

циентов первой квадратичной формы срединной поверхности.

Выпишем теперь искомые уравнения для асимптотически главной состав-

ляющей компоненты в нашем случае осесимметричного нестационарного НДС

оболочки вращения:

𝜕𝜎11
𝜕𝛼

+
𝜕𝜎13
𝜕𝑧

+
𝐵′

𝐵

(︁
𝜎11 − 𝜎22

)︁
− 𝜌

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

= 0,

𝜕𝜎13
𝜕𝛼

+
𝜕𝜎33
𝜕𝑧

+
𝐵′

𝐵
𝜎13 − 𝜌

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

= 0,
(1.5.3)
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𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︂
𝜈

1− 𝜈

(︁𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+
𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
+
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

]︂
,

𝜎22 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︂
𝜈

1− 𝜈

(︁𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

)︁
+
𝐵′

𝐵
𝑣1

]︂
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︂
𝜈

1− 𝜈

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
+
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

]︂
,

𝜎31 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

[︂
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

+
𝜕𝑣1
𝜕𝑧

]︂
.

(1.5.4)

1.6 Асимптотическая теория параболического

погранслоя

При анализе в параграфе 1.3 нестационарного НДС оболочек в случае воз-

действия типа LT описана главная проблема использования двумерной теории

Кирхгофа-Лява в задачах о распространении нестационарных волн: продоль-

ные волны распространяются по двумерной теории со скоростью 𝑐3 вместо ис-

тинной скорости продольной волны (волны расширения), распространяющейся

со скоростью 𝑐1. По сути, фронт волны растяжения-сжатия по двумерной тео-

рии является квазифронтом, в окрестности которого происходит хотя и скачко-

образное, но непрерывное изменение компонент НДС. Именно поэтому в окрест-

ности квазифронта 𝛼 = 𝑐3𝑡 требуется коррекция решения, определенного дву-

мерной безмоментной составляющей теории Кирхгофа-Лява: построены урав-

нения так называемого параболического погранслоя, который должен иметь

области согласования как с безмоментной составляющей, так и с симметричной

коротковолновой высокочастотной составляющей.

Асимтотически оптимальные уравнения параболического погранслоя выве-

дены с учётом значения показателя изменяемости 𝑞 по продольной координате,

удовлетворяющему неравенству [104]:
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2

3
≤ 𝑞 < 1. (1.6.1)

Впервые эти уравнения были выведены в [189], [191] на базе двумерной теории

оболочек высокого порядка приближения. В работах [172], [11] была предложена

методика их непосредственного вывода на базе точных трёхмерных уравнений

теории упругости, причём в этих работах данный погранслой исследовался в

волновых задачах для анизотропных и вязкоупругих оболочек. В окончатель-

ном виде вывод искомых уравнений приведён в [111]. Разрешающие уравнения

записываются в двумерной форме и асимптотика компонент НДС имеет следу-

ющий вид [111, c. 123]:

𝑣1 = 𝑅
(︁
𝜀2/3𝑣01 + 𝜀5/3𝑣11

)︁
, 𝑣2 = 𝑅

(︁
𝜀4/3𝑣02 + 𝜂7/3𝑣12

)︁
,

𝑣3 = 𝑅
(︁
𝜀𝑣03 + 𝜀4/3𝑣13

)︁
, 𝜎11 = 𝐸

(︁
𝜎011 + 𝜀𝜎111

)︁
, 𝜎22 = 𝐸

(︁
𝜎022 + 𝜀𝜎122

)︁
,

𝜎33 = 𝐸
(︁
𝜀2/3𝜎033 + 𝜀5/3𝜎133

)︁
, 𝜎13 = 𝐸

(︁
𝜀𝜎013 + 𝜀4/3𝜎113

)︁
,

𝜎23 = 𝐸
(︁
𝜀5/3𝜎023 + 𝜀2𝜎123

)︁
, 𝜎12 = 𝐸

(︁
𝜀2/3𝜎012 + 𝜀5/3𝜎112

)︁
.

(1.6.2)

Как и в параграфе 1.4 при выводе двумерных уравнений безмоментной и из-

гибной составляющих, считается [111], что все величины с индексами нуль и

единица имеют один и тот же асимптотический порядок, причём величины с

индексом нуль задают симметричную часть НДС относительно срединной по-

верхности, а величины с индексом единица – антисимметричную.

Зависимость компонент из (1.6.2) от нормальной координаты установлена

следующим образом [111, c. 123]:
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𝑣01 = 𝑣
(0)
1,0 + 𝜀2/3

(︁
𝑣
(0)
1,1 + 𝜁2𝑣

(2)
1,1

)︁
, 𝑣

(0)
2 = 𝑣

(0)
2 , 𝑣13 = 𝑣

(0)
3 ,

𝜎011 = 𝜎
(0)
11,0 + 𝜀2/3

(︁
𝜎
(0)
11,1 + 𝜁2𝜎

(2)
11,1

)︁
, 𝜎022 = 𝜎

(0)
22 , 𝜎0𝑖𝑗 = 𝜎

(0)
𝑖𝑗 ,

𝑣1𝑖 = 𝜁𝑣
(1)
𝑖 , 𝑣03 = 𝜁𝑣

(1)
3 , 𝜎1𝑖𝑗 = 𝜁𝜎

(1)
𝑖𝑗 , 𝜎1𝑖𝑖 = 𝜁𝜎

(1)
𝑖𝑖 , 𝑖 ̸= 𝑗 = 1, 2.

(1.6.3)

Усилия и перемещения срединной поверхности введены по формулам [111, c. 123]:

𝑇1 = 2𝐸ℎ𝜎
(0)
11,0, 𝑇2 = 2𝐸ℎ𝜎

(0)
22 , 𝑆𝑖𝑗 = 2𝐸ℎ𝜀2/3𝜎

(0)
𝑖𝑗 ,

𝑢1 = 𝑅𝜀2/3𝑣
(0)
1,0, 𝑢2 = 𝑅𝜀4/3𝑣

(0)
2 , 𝑤 = 𝑅𝜀4/3𝑣

(0)
3 .

(1.6.4)

Уравнения для асимптотически главных компонент [111, c. 124] имеют вид:

𝜕𝑢1
𝜕𝛼

+
1

𝑐3

𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+
𝐵′

2𝐵
𝑢1 −

𝜈2ℎ2

6(1− 𝜈)2𝑐23

𝜕3𝑢1
𝜕𝑡3

= 0,

𝑇1 =
2𝐸ℎ

1− 𝜈2
𝜕𝑢1
𝜕𝛼

, 𝑇2 =
2𝐸ℎ𝜈

1− 𝜈2
𝜕𝑢1
𝜕𝛼

,

(1.6.5)

а уравнения для асимптотически второстепенных компонент [111, c. 124] имеют

вид:
𝜕𝑢2
𝜕𝛼

+
1

𝐵

𝜕𝑢1
𝜕𝜃

= 0,
𝜕𝑤

𝜕𝛼
+
(︁ 1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁
𝑢1 = 0,

𝑆12 =
𝐸ℎ

1 + 𝜈

(︁
− 1

𝐵

𝜕𝑢1
𝜕𝜃

+
𝜕𝑢2
𝜕𝛼

)︁
.

(1.6.6)
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Глава 2

Асимптотическая теория гиперболического

погранслоя

Схемы расчленения нестационарного НДС в оболочках вращения на со-

ставляющие с различными показателями изменяемости и динамичности, а так-

же области их применения представлены в Главе 1. В настоящей главе мы изло-

жим вывод асимптотически оптимальных уравнений гиперболических погранс-

лоёв для общего случая оболочек вращения произвольного профиля с учётом

изменяющейся в процессе распространения волн геометрической формы вол-

новых фронтов. Рассматриваемые погранслои имеют место в малых окрестно-

стях фронтов волн расширения и сдвига и не могут быть описаны известными

двумерными теориями. Так, уравнения классической теории Кирхгофа-Лява

выводятся асимптотическим методом из точных уравнений теории упругости

при показателях изменяемости и динамичности, меньшими единицы, а иско-

мые погранслои в узкой прифронтовой области имеют значения этих показате-

лей, равные двум. Двумерные теории типа Тимошенко также не могут описать

рассматриваемые погранслои, поскольку гипотезы, лежащие в основе постро-

ения этих двумерных теорий, в принципе не соответствуют характеру НДС в

прифронтовых областях волн и расширения, и сдвига.

Впервые асимптотически оптимальные уравнения гиперболических погранс-

лоёв были выведены для цилиндрических оболочек и оболочек нулевой гаус-

совой кривизны в работе [74]. В этой работе рассмотрены оба типа искомых

погранслоёв. Здесь же отмечена их существенная особенность, связанная с гео-

метрией фронтов волн для оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны: они

образованы нормалями к срединной поверхности. Поэтому и была применена

новая модификация асимптотического интегрирования трёхмерных уравнений
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теории упругости, когда оно проводится в новом пространстве переменных по-

сле перехода к характеристической координате, представляющей расстояние до

соответствующего фронта волны. При этом проводятся два процесса асимпто-

тического интегрирования для погранслоёв в окрестностях соответствующих

фронтов.

В общем же случае оболочек вращения из-за кривизны их конструкции

фронты волн уже не формируются нормалями к срединной поверхности и име-

ют сложную форму, от неё зависящую. В случае рассматриваемой малой изме-

няемости геометрии (соответствующей нулевой изменяемости в безразмерных

координатах, когда толщина оболочки много меньше характерного значения

радиусов кривизны срединной поверхности) образующая фронтовой поверхно-

сти (представляемая отрезком линии пересечения этой фронтовой поверхности

с перпендикулярной ей плоскостью, проходящей через ось срединной поверхно-

сти вращения) расположена в области оболочки протяжённостью порядка тол-

щины по координате 𝛼. В параграфе 2.1 будет рассмотрен вопрос построения

искомой фронтовой поверхности и проведена её асимптотическая аппроксима-

ция, когда рассматриваемая образующая фронтовой поверхности представля-

ется повернутой нормалью к срединной поверхности.

Методика построения асимптотических уравнений гиперболического по-

гранслоя, полученная в [74] для оболочек вращения нулевой гауссовой кри-

визны, была использована в работах [191], [83] для общего случая оболочек

вращения. При этом предполагалось, что в узкой прифронтовой зоне порядка

толщины оболочки, как и для оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны,

имеется высокая изменяемость и динамичность решения (𝑞, 𝑎 > 1). Этот факт

и лёг там в основу вывода разрешающих уравнений гиперболического погранс-

лоя методом перехода к характеристической координате, связанной с норма-

лью к срединной поверхности. Однако в этих рассуждениях отсутствовал учёт

и влияние на волновой процесс расположения истинных фронтов волн.

В настоящей работе результаты параграфа 2.1 используются для постро-
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ения асимптотически оптимальных уравнений гиперболического погранслоя в

окрестностях фронтов волн расширения и сдвига путём перехода к характери-

стическим координатам, учитывающим отклонение от истинных фронтов [76],

[77]. Полученные при этом уравнения позволяют оценить более простой метод

получения искомых разрешающих уравнений, изложенный в уже цитирован-

ных здесь работах [191], [83].

2.1 Постановка задачи

Рассмотрим сначала вопросы формирования волновых фронтов расшире-

ния при распространении нестационарных волн в оболочках вращения произ-

вольного профиля. Анализ проведём на примере оболочки вращения положи-

тельной гауссовой кривизны, представленной схематично на рисунке 2.1. Здесь

рассматривается картина распространения возмущений в момент времени 𝑡0.

При ударе на торец 𝛼 = 0 волновое поле можно представить в виде наложе-

ния элементарной волны, возбуждённой непосредственно торцом и элементар-

ных волн, отражённых от лицевых поверхностей. При выходе переднего фрон-

та волны расширения за предел области, соизмеримой с толщиной оболочки,

в его формировании по всей длине будут участвовать все типы элементарных

волн, порождённых как торцевой, так и лицевыми поверхностями, определяя

сложную поверхность, зависящую от кривизны оболочки. Построим асимпто-

тическую аппроксимацию геометрической формы фронта.

В рассматриваемом случае положительной гауссовой кривизны оболоч-

ки на распространение возмущений по нижней лицевой поверхности в малой

окрестности переднего фронта элементарные волны от верхней лицевой поверх-

ности влияния не оказывают. Обозначим на рисунке 2.1 граничную точку рас-

пространения возмущений на этой лицевой поверхности через 𝐵2. Обозначим

также через 𝛼0 координату на образующей срединной поверхности, определяе-
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Рисунок 2.1 — Формирование фронта волны расширения в оболочках
вращения

мую равенством 𝛼0 = 𝑐1𝑡0. Из построения ясно, что отрезки кривых 𝑂𝛼0 и 𝑇2𝐵2

равны между собой и равны 𝛼0:

𝑂𝛼0 = 𝑇2𝐵2 = 𝛼0. (2.1.1)

Введем нормали к срединной поверхности, проходящие через точки 𝐵2 (от-

резок 𝐵1𝐵2) и через 𝛼0 (отрезок 𝑂1𝑂2). Определим расстояния по дугам на

верхней и нижней лицевых поверхностях до точек 𝑂1 и 𝑂2. Поскольку выра-

жение для первого коэффициента Ламе рассматриваемой системы координат

имеет вид [49]:

𝐻1 = 1 +
𝑧

𝑅1
, (2.1.2)

где 𝑅1 – главный радиус кривизны срединной поверхности, то искомые рассто-

яния определяются следующими выражениями:

𝑇1𝑂1 = 𝛼0 + ℎ

∫︁ 𝛼0

0

𝑑𝛼

𝑅1
, 𝑇2𝑂2 = 𝛼0 − ℎ

∫︁ 𝛼0

0

𝑑𝛼

𝑅1
. (2.1.3)

Следовательно, длина отрезка кривой 𝑂2𝐵2 на нижней лицевой поверхности

определяется следующим образом:
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𝑂2𝐵2 = ℎ

∫︁ 𝛼0

0

𝑑𝛼

𝑅1
. (2.1.4)

Рассмотрим теперь особенности распространения возмущений вблизи пе-

реднего фронта на верхней лицевой поверхности. Сразу после приложения удар-

ной торцевой нагрузки картина распространения возмущений в малой окрест-

ности фронта волны здесь аналогична описанной ситуации для нижней лице-

вой поверхности: элементарные волны от противоположной стороны влияния

не оказывают. Обозначим через 𝐴1 граничную точку распространения возмуще-

ний на рассматриваемой поверхности: 𝑇1𝐴1 = 𝛼0. Повторяя предшествующие

рассуждения, получим выражение для длины отрезка кривой 𝐴1𝑂1:

𝐴1𝑂1 = 𝑂2𝐵2 = ℎ

∫︁ 𝛼0

0

𝑑𝛼

𝑅1
(2.1.5)

Нетрудно доказать также, что с асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀) выпол-

няется равенство 𝑂1𝐵1 = 𝐴2𝑂2 = 𝐴1𝑂1 = 𝑂2𝐵2.

С течением времени отрезок 𝐴2𝐵2 увеличивается по длине, и когда он ста-

новится равным (с асимптотической точностью 𝑂(𝜀)) 2ℎ, выполняется условие:

∫︁ 𝑐1𝑡0

0

𝑑𝛼

𝑅1
= 1. (2.1.6)

При этом, с течением времени, передний фронт волны будет определяться гра-

ничными точками на лицевых поверхностях следующим образом: на нижней

лицевой поверхности точка 𝐵2 по прежнему определяется условием (2.1.1), а

точка 𝐴1 будет определяться следующим условием:

𝑇1𝐴1 = 𝛼0 + ℎ

∫︁ 𝛼0

0

𝑑𝛼

𝑅1
− ℎ. (2.1.7)

Например, для сферической оболочки с радиусом 𝑅 условие (2.1.6) приобретает
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простейший вид:

𝑐1𝑡0 = 𝑅. (2.1.8)

В дальнейшем будем рассматривать первый промежуток времени, когда

∫︁ 𝑐1𝑡0

0

𝑑𝛼

𝑅1
⩽ 1. (2.1.9)

Для завершения разработки построения асимптотической модели передне-

го волнового фронта рассмотрим сначала модельный пример. Предложенный

в [74] метод анализа гиперболического погранслоя в оболочках вращения ну-

левой гауссовой кривизны основан на исследовании решения для точных урав-

нений при распространении волн в цилиндрической оболочке. В этом смысле

случай цилиндрической оболочки является базовым для более общего случая

оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны. В общем же случае оболочек

вращения выберем в качестве базовой задачи задачу для сферической оболочки

с радиусом срединной поверхности 𝑅.

На рисунке 2.2 представлено схематическое изображение сечения сфериче-

ской оболочки плоскостью, проходящей через центр 𝑂3 и определяющей осесим-

метричность НДС этой оболочки. Здесь, как и на рисунке 2.1, рассматривается

картина распространения возмущений в момент времени 𝑡0. Как и ранее, через

𝐴1 обозначается граничная точка распространения возмущений по верхней ли-

цевой поверхности, через 𝐵2 – граничная точка распространения возмущений

по нижней лицевой поверхности, 𝛼0 = 𝑐1𝑡0; 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2, 𝑂1𝑂2 – нормали к сре-

динной поверхности, проходящие через точки 𝐴1, 𝐵2 и 𝛼0. Радиусы окружно-

сти срединной поверхности, проходящие через точки 𝐶0, 𝛼0, 𝐷2, пересекаются

в центре 𝑂3.

В соответствии с (2.1.5) имеет место равенство:

𝐴1𝑂1 = 𝑂2𝐵2 =
ℎ

𝑅
𝛼0 = 𝜀𝛼0. (2.1.10)
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Рисунок 2.2 — Формирование фронта волны расширения в сферических
оболочках

Найдём координаты точек 𝐴1 и 𝐵2. Из построения, представленного на рисунке

2.2, ясно, что секторы 𝑂3𝐴1𝑂1 и 𝑂3𝐶0𝛼0 подобны. Тогда из пропорциональности

сторон следует, что

𝐶0𝛼0 = 𝐴1𝑂1
𝑅

𝑅 + ℎ
= 𝜀𝛼0

[︁
1 +𝑂(𝜀)

]︁
, (2.1.11)

а первая координата точки 𝐶0 определяется выражением:

𝛼 = 𝛼0

[︁
1− 𝜀+𝑂(𝜀2)

]︁
, (2.1.12)

что и является координатой точки 𝐴1 на верхней лицевой поверхности и, со-

ответственно, координатой точки фронта. Следовательно, уравнение линии, со-

единяющей точки 𝐴1 и 𝛼0 задаётся следующей линейной функцией от нормаль-
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ной координаты 𝑧:

𝛼 = 𝛼0

[︁
1− 𝑧

𝑅
+𝑂(𝜀2)

]︁
= 𝛼0

[︁
1− 𝜀𝜁 +𝑂(𝜀2)

]︁
. (2.1.13)

Аналогично рассуждая, получаем из подобия секторов 𝑂3𝛼0𝐷0 и 𝑂3𝑂2𝐵2

выражение для координаты точки 𝐵2:

𝛼 = 𝛼0

[︁
1 + 𝜀+𝑂(𝜀2)

]︁
(2.1.14)

и уравнение линии, соединяющей точки 𝛼0 и 𝐵2, полностью совпадающее с

уравнением (2.1.13).

Таким образом, уравнение (2.1.13) определяет с асимптотической погреш-

ностью уравнение линии, проходящей через все три точки 𝐴1, 𝛼0 и 𝐵2.

Рассмотрим теперь вопросы формирования переднего фронта волны рас-

ширения. Поскольку первичными источниками возмущения при рассматрива-

емых торцевых ударных воздействиях являются точки торца, то в случае ци-

линдрических оболочек искомые фронты формируются нормалями к средин-

ной поверхности. В рассмотренном модельном случае сферической оболочки

сферические лицевые поверхности искажают прямолинейные пути распростра-

нения возмущений. Отметим, что выделение граничных точек распространения

возмущений 𝐴1 и 𝐵2 позволяют сделать вывод о возможности аппроксимиро-

вать передний фронт поверхностями, определяемыми уравнением (2.1.13). То-

гда искомый фронт можно считать поверхностью, образованной нормалями к

срединным линиям, повернутыми в точках 𝛼0 = 𝑐1𝑡0.

Проведённые рассуждения позволяют обобщить результаты на случай обо-

лочки вращения: с асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀) фронт волны расши-

рения линейно определяется через поперечную координату по формуле:

𝛼 = 𝛼0

[︁
1− 𝜀𝜁

𝜉0

∫︁ 𝛼0

0

𝑑𝛼

𝑅1
+𝑂(𝜀2)

]︁
, (2.1.15)
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непосредственно следующей из соотношения (2.1.5).

Отметим, что уравнение для фронта волны сдвига строится аналогично

случаю фронта волны расширения и также имеет вид (2.1.15), где координата

фронта на образующей срединной поверхности определяется уже скоростью

волны сдвига: 𝛼0 = 𝑐2𝑡0.

Отметим также, что, как и в случае сферической оболочки, выражение

(2.1.15) определяет поворот нормали в точке 𝛼0, определяющий положение

фронта волны расширения (или сдвига). Определим длину этого отрезка по-

вернутой нормали, заданного граничными точками на лицевых поверхностях. В

случае сферической оболочки (рисунок 2.2) отрезок нормали 𝑂1𝑂2 поворачива-

ется и принимает положение фронта – отрезка 𝐴1𝐵2, для которого имеет место

выражение, определяемое с погрешностью 𝑂(𝜀) криволинейным треугольником

𝐴1𝐶0𝛼0:

𝐴1𝛼0 = ℎ

√︂
1 +

𝛼2
0

𝑅2
. (2.1.16)

Тогда в общем случае оболочки, в соответствии с (2.1.15), примем длину отрезка

повёрнутой нормали от срединной поверхности до поверхности лицевой в виде:

𝐴1𝛼0 = ℎ
√︀
1 + 𝐹 2(𝛼0), 𝐹 (𝛼0) =

∫︁ 𝛼0

0

𝑑𝛼

𝑅1
. (2.1.17)

Следовательно, длина отрезка повернутой нормали, измеряемая от сре-

динной поверхности до точки на повернутой нормали с координатой 𝑧, будет

определяться значением величины, обозначенной через 𝑧0𝐹 :

𝑧0𝐹 = 𝑧
√︀
1 + 𝐹 2(𝛼0) (2.1.18)

Перейдём теперь к описанию разрешающих уравнений для оболочки вра-

щения. В общем виде, в координатной системе (𝛼, 𝜃, 𝑧), уравнения движения

и уравнения закона Гука выписаны в Главе 1 и имеют вид (1.1.10) – (1.1.11).
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Поскольку коэффициенты этих уравнений не зависят от угловой координаты 𝜃,

то решения можно искать в виде тригонометрических рядов. В данной работе

мы рассматриваем осесимметричные задачи, поэтому выпишем разрешающие

уравнения по трёхмерной теории упругости только для этого случая. С асимп-

тотической погрешностью 𝑂(𝜀2), необходимой для описания быстро изменяю-

щейся рассматриваемой составляющей, они имеют вид:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧

+
𝑧

𝑅1

(︁
− æ−2𝜕

2𝑣1
𝜕𝛼2

+

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

)︁
+ æ−2𝐵

′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
(︁ 1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+

+
(︁3− 4𝜈

1− 2𝜈

1

𝑅1
+

1

1− 2𝜈

1

𝑅2

)︁𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+
𝑧

𝑅1

(︁
− 𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+

+æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

)︁
− 3− 4𝜈

1− 2𝜈

1

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
1

1− 2𝜈

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

+ æ−2
(︁ 1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁𝜕𝑣3
𝜕𝑧

= 0,

(2.1.19)

𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

[︁
𝑘2
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

− 𝑘2
𝑧

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣1 +

(︁ 𝑘2
𝑅1

+
𝑘1
𝑅2

)︁
𝑣3

]︁
,

𝜎22 =
𝐸

1 + 𝜈

[︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

− 𝑘1
𝑧

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘2
𝐵′

𝐵
𝑣1 +

(︁ 𝑘1
𝑅1

+
𝑘2
𝑅2

)︁
𝑣3

]︁
,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

[︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘2
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

− 𝑘1
𝑧

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣1 + 𝑘1

(︁ 1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁
𝑣3

]︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

[︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

− 𝑧

𝑅1

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

− 1

𝑅1
𝑣3

]︁
.

(2.1.20)
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2.2 Асимптотический вывод уравнений

гиперболического погранслоя в окрестности

фронта волны расширения в оболочках вращения

произвольного профиля

Получим разрешающие уравнения гиперболического погранслоя, имеюще-

го место в малой окрестности фронта волны расширения. Для этого, основы-

ваясь на принципах вывода формулы (2.1.18) для длины отрезка повернутой

фронтовой нормали 𝑧0𝐹 , введём новую координату 𝑧𝐹 :

𝑧𝐹 = 𝑧
√︀

1 + 𝐹 2(𝛼), (2.2.1)

которая должна заменить в уравнениях гиперболического погранслоя нормаль-

ную координату 𝑧 и которая при 𝛼 = 𝛼0 = 𝑐1𝑡 (для волны растяжения), либо

𝛼 = 𝛼0 = 𝑐2𝑡 (для волны сдвига) отсчитывается вдоль новой координатной

линии, совпадающей с передним фронтом волны.

Тогда, в переменных 𝛼𝐹 , 𝑧𝐹 , 𝑡 (𝛼𝐹 = 𝛼) получим, с учётом зависимости

производных в уравнениях (2.1.19), (2.1.20) через производные с учетом вводи-

мой переменной 𝑧𝐹 (с точностью 𝑂(𝜀2)):

𝜕

𝜕𝛼
=

𝜕

𝜕𝛼𝐹
+ 𝑧𝐹

𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)

𝜕

𝜕𝑧𝐹

𝜕2

𝜕𝛼2
=

𝜕2

𝜕𝛼2
𝐹

+ 𝑧𝐹
2𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)

𝜕2

𝜕𝛼𝐹𝜕𝑧𝐹

𝜕2

𝜕𝛼𝜕𝑧
=
√︀

1 + 𝐹 2
𝜕2

𝜕𝛼𝐹𝜕𝑧𝐹
+ 𝑧𝐹

𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

𝜕2

𝜕𝑧2𝐹

𝜕

𝜕𝑧
=
√︀

1 + 𝐹 2
𝜕

𝜕𝑧𝐹
,

𝜕2

𝜕𝑧2𝐹
= (1 + 𝐹 2)

𝜕2

𝜕𝑧2𝐹

(2.2.2)
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следующую форму разрешающих уравнений движения (индекс «F» у обозна-

чения 𝛼𝐹 опускаем):

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+
(︁
1 + 𝐹 2

)︁𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+

√
1 + 𝐹 2

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+

+
𝑧𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

[︁
− æ−2𝜕

2𝑣1
𝜕𝛼2

+ (1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

]︁
+

+
𝑧𝐹𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

[︁ 2æ−2

√
1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

]︁
+ æ−2𝐵

′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+

+(
1

𝑅1
+

1

𝑅2
)
√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

+
[︁ 3− 4𝜈

(1− 2𝜈)𝑅1
+

1

(1− 2𝜈)𝑅2

]︁𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0,

√
1 + 𝐹 2

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2(1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+

+
𝑧𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

[︁
− 𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2(1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

]︁
+

+
𝑧𝐹𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹2

[︁ 1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

+
2√

1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

]︁
−

− 3− 4𝜈

(1− 2𝜈)𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
1

1− 2𝜈

𝐵′

𝐵

√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

+

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

+ æ−2
(︁ 1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

= 0.

(2.2.3)

Анализ свойств искомого гиперболического погранслоя в оболочках враще-

ния нулевой гауссовой кривизны, асимптотически оптимальные уравнения ко-

торого получены в [74], показывает, что он является в асимптотическом смысле

обобщением гиперболического погранслоя в полосе, отвечающего плоскому ти-

пу НДС. При этом можно выделить симметричный и антисимметричный типы

погранслоя, когда в случае симметричного типа с асимптотической погреш-

ностью 𝑂(𝜀) 𝑣1, 𝜎11, 𝜎22, 𝜎33 по нормальной координате чётны, а 𝑣3, 𝜎13 –
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нечётны. Для антисимметричного типа погранслоя, наоборот, с асимптотиче-

ской погрешностью 𝑂(𝜀) 𝑣1, 𝜎11, 𝜎22, 𝜎33 по нормальной координате нечётны,

а 𝑣3, 𝜎13 – чётны. Такой анализ помог сразу упростить исходные трёхмерные

уравнения теории упругости перед процедурой их асимптотического интегри-

рования по выводу асимптотически оптимальных уравнений гиперболического

погранслоя. Поскольку любой тип НДС для нашего линейного случая теории

упругости можно представить в виде комбинации симметричной и антисим-

метричной составляющих, то такой приём упрощения исходных трёхмерных

уравнений является универсальным.

В работе [106] показано, что рассмотренные выше свойства симметрич-

ности или антисимметричности НДС имеет место для быстроизменяющегося

нестационарного НДС в общем случае оболочек вращения при значениях пока-

зателей изменяемости и динамичности, равных единице и выше.

Вернёмся к уравнениям (2.2.3). Проведём преобразование этих уравнений

согласно описанной выше методике. Обозначим совокупность компонент напря-

жений и перемещений погранслоя через 𝑈 . Разобьём эту совокупность [106],

подобно статике [49], на две группы 𝑈 (0) и 𝑈 (1)

𝑈 = 𝑈 (0) + 𝑈 (1), (2.2.4)

где чётность и нечётность группы 𝑈 (0) = (𝑣1, 𝜎11, 𝜎22, 𝜎33) и 𝑈 (1) = (𝑣3, 𝜎13)

по координате 𝑧𝐹 полностью совпадает с системой, описанной выше. Поэтому

уравнения (2.2.3) могут быть преобразованы с погрешностью 𝑂(𝜀2) в следую-

щем виде:
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æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+ (1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+

√
1 + 𝐹 2

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+

+
𝑧𝐹𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

[︁ 2æ−2

√
1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

]︁
+ æ−2𝐵

′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

= 0,

√
1 + 𝐹 2

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2(1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+

+
𝑧𝐹𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

[︁ 1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

+
2√

1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

]︁
+

1

1− 2𝜈

𝐵′

𝐵

√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0.

(2.2.5)

Для определения напряжений, уравнения закона Гука достаточно выпи-

сать с асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀):

𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘2
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

)︁
,

𝜎22 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘2
√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

)︁
.

(2.2.6)

По аналогии с выводом уравнений гиперболического погранслоя в оболоч-

ках вращения нулевой гауссовой кривизны [74] введём переменные, характери-

зующие изменяемость НДС в малой, порядка 𝑂(𝜀2), окрестности фронта волны

расширения (2.1.15). В безразмерной форме они имеют вид:

𝑥 =
1

𝜀2

(︁
𝜏0 − 𝜉0

)︁
, 𝜏0 = 𝑐1𝑡/𝑅, 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜁𝐹 = 𝑧𝐹/ℎ, (2.2.7)
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где 𝑅 – характерное значение радиусов кривизны (в базовом случае сфери-

ческой оболочки – это просто радиус образующей срединной сферической по-

верхности). Примем, что дифференцирование по введённым безразмерным па-

раметрам не изменяет порядки искомых функций.

Введение координат (2.2.7) позволило явно выделить области примени-

мости разрабатываемых асимптотически оптимальных уравнений гиперболи-

ческого погранслоя, схематически представленных на рисунке 2.3. Здесь для

сравнения изображены искомые области применимости для цилиндрической

оболочки и оболочки вращения в момент времени 𝑡0: 𝛼0 = 𝑐1𝑡0 определяет коор-

динату фронта волны расширения на срединной линии, а отрезки 𝐴1𝐵2 задают

прямолинейные фронты, причём в случае оболочки вращения они образуются

путём поворота нормали к срединной линии вокруг точки 𝛼0.

а)

б)

Рисунок 2.3 — Схемы областей применимости гиперболического погранслоя в
цилиндрической оболочке (а) и оболочке вращения (б)
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Асимптотические величины компонент напряжений и деформаций рассмат-

риваемой составляющей НДС могут быть заданы следующим образом:

𝑣1 = 𝑅𝜀𝑣*1, 𝑣3 = 𝑅𝜀2𝑣*3,

𝜎11 = 𝐸𝜀−1𝜎*11, 𝜎33 = 𝐸𝜀−1𝜎*33, 𝜎13 = 𝐸𝜎*13,
(2.2.8)

где величины со звёздочками обладают одним и тем же асимптотическим поряд-

ком (звёздочки в дальнейшем будем опускать). Учитывая также зависимость

производных по 𝛼 от производных по 𝑥 и 𝜉0, получаем в рамках погрешности

𝑂(𝜀4) следующие выражения:

𝜕

𝜕𝛼
=

1

𝜀2𝑅

[︁
− 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜀2

𝜕

𝜕𝜉0

]︁
,

𝜕

𝜕𝛼2
=

1

𝜀4𝑅2

[︁ 𝜕2
𝜕𝑥2

− 𝜀22
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜉0
+𝑂(𝜀4)

]︁
. (2.2.9)

Перейдём в уравнениях (2.2.5), (2.2.6) к переменным (2.2.7) и будем учитывать

(2.2.8), (2.2.9). Получим следующие уравнения:

æ2
(︁
1 + 𝐹 2

)︁𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2𝐹

− 2𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)
𝜁𝐹

𝜕𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜁

− 2
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜉0

−

−
√
1 + 𝐹 2

2(1− 𝜈)

𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜁𝐹

− 𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

= 0,

√︀
1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜁𝐹

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥2

= 0,

(2.2.10)

𝜎11 = − 1

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

,

𝜎33 = − 𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

,

𝜎13 =

√
1 + 𝐹 2

1 + 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜁𝐹

.

(2.2.11)

Проанализируем полученные разрешающие уравнения гиперболического
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погранслоя (2.2.10) – (2.2.11). Они являются уравнениями с медленно изменяю-

щимися коэффициентами, зависящими от функции 𝐹 (𝜉0), которая стремится к

нулю при стремлении к бесконечности главного радиуса кривизны 𝑅1, отвечаю-

щего за кривизну образующей срединной поверхности. То есть, при стремлении

к нулю функции 𝐹 (𝜉0), фронт волны, определяемый выражением (2.1.15), пе-

реходит в положение нормали к срединной поверхности, а оболочка становится

оболочкой вращения нулевой гауссовой кривизны. При этом рассматриваемые

уравнения становятся совпадающими с соответствующими уравнениями для

оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны, полученными в работе [74].

Поскольку система (2.2.10) выведена с асимптотической погрешностью𝑂(𝜀),

то второе уравнение (2.2.10) с медленно изменяющимся коэффициентом можно

проинтегрировать по 𝑥, получая выражение для 𝑣3 через 𝑣1:

𝜕𝑣3
𝜕𝑥

= −
√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

. (2.2.12)

Подставляя (2.2.12) в первое уравнение системы (2.2.10), получаем замкну-

тую систему относительно 𝑣1, 𝜎11, 𝜎33, 𝜎13, представляющую асимптотически

главные компоненты рассматриваемого вида нестационарного НДС:

(︁
1 + 𝐹 2

)︁𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2𝐹

+ 2
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜉0

− 2𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)
𝜁𝐹

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜁𝐹

− 𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

= 0,

𝜎11 = − 1

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

,

𝜎33 = − 𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

,

𝜎13 =

√
1 + 𝐹 2

1 + 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜁𝐹

.

(2.2.13)

Выпишем рассматриваемую систему в безразмерных координатах:
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𝜉 = 𝜉0/𝜀, 𝜏 = 𝜏0/𝜀, 𝜏0 = 𝑐1𝑡/𝑅. (2.2.14)

Получаем следующие уравнения, описывающие в окончательном виде искомый

гиперболический погранслой:

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉2

+
(︁
1 + 𝐹 2

)︁𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2𝐹

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2

+ 𝜀
2𝜁𝐹𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉𝜕𝜁𝐹

+ 𝜀
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 0,

𝜎11 =
1

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

,

𝜎33 =
𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

,

𝜎13 =

√
1 + 𝐹 2

1 + 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜁𝐹

.

(2.2.15)

В исходной размерной форме выведенные уравнения для асимптотически

главных составляющих примут следующий вид:

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼2

+
(︁
1 + 𝐹 2

)︁𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐21

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+
2𝑧𝐹𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

= 0,

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

,

𝜎33 =
𝐸𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

,

𝜎13 =
𝐸

1 + 𝜈

√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

.

(2.2.16)

Как было отмечено ранее, полученные разрешающие уравнения гиперболи-

ческого погранслоя в окрестности фронта волны расширения для произвольной

оболочки вращения обобщают аналогичные уравнения погранслоя для оболоч-

ки вращения нулевой гауссовой кривизны: при стремлении главного радиуса

кривизны 𝑅1 к бесконечности, передний фронт волны переходит в положение
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нормали к срединной поверхности и искомые уравнения полностью совпадают

с соответствующими уравнениями в случае нулевой гауссовой кривизны.

Поскольку полученные разрешающие уравнения движения свелись для

асимптотически главных компонент НДС к одному уравнению второго порядка,

то они требуют удовлетворения только по одному граничному условию как на

торце, так и на лицевых поверхностях. Поэтому, записывая граничные условия

для асимптотически главных компонент расматриваемого вида НДС, получаем

их на лицевых поверхностях в форме:

𝜎33 = 0, 𝑧𝐹 = ±ℎ
√︀

1 + 𝐹 2(𝛼), (2.2.17)

а для нагружений типа LT и LM на торце граничные условия записываются,

соответственно, в следующей форме:

𝜎11 = 𝐼𝐻(𝑡), 𝛼 = 0,

𝜎11 = 𝐼𝑧𝐹𝐻(𝑡), 𝛼 = 0.
(2.2.18)

Отметим также, что при возвращении в уравнениях (2.2.16) к исходным

координатам 𝛼, 𝑧, 𝑡 приходим к следующим уравнениям:

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

− 1

𝑐21

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

= 0,

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

,

𝜎33 =
𝐸𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

,

𝜎13 =
𝐸

1 + 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝑧

,

(2.2.19)

которые совпадают с разрешающими уравнениями для оболочки вращения ну-

левой гауссовой кривизны, полученными в [74].
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Как и в предыдущем случае, разрешающие уравнения движения требуют

удовлетворения только по одному граничному условию и на торце, и на лицевых

поверхностях:

𝜎33 = 0, 𝑧 = ±ℎ (2.2.20)

𝜎11 = 𝐼𝐻(𝑡), 𝛼 = 0,

𝜎11 = 𝐼𝑧𝐻(𝑡), 𝛼 = 0.

(2.2.21)

Поскольку при переходе в (2.2.16) к исходным координатам (𝛼, 𝑧) мы пол-

ностью перешли к уравнениям (2.2.19), можно сделать важный вывод, что эта

система (2.2.19) описывает гиперболический погранслой в рамках окрестности

порядка 𝑂(𝜀), внутри которой он и содержится с толщиной порядка 𝑂(𝜀2), а для

его определения и требуются выведенные в специальных координатах (𝛼𝐹 , 𝑧𝐹 )

уравнения системы (2.2.16).

2.3 Асимптотический вывод уравнений

гиперболического погранслоя в окрестности

фронта волны сдвига в оболочках вращения

произвольного профиля

Как было отмечено в Главе 1, при воздействии типа NW главный разрыв

напряжений переносится фронтом волны сдвига. Скачок напряжения 𝜎13 на

торце в начальный момент времени и определяет скачок данного напряжения

на этом фронте. Искомый фронт волны сдвига также определяется уравне-

нием (2.1.15), где координата фронта на образующей срединной поверхности

определяется уже скоростью волны сдвига: 𝛼0 = 𝑐2𝑡0. Тогда уравнения (2.2.5)

с прифронтовыми координатами 𝛼, 𝑧𝐹 , 𝑡 принимаем за базовые для вывода

асимптотически оптимальных уравнений искомого гиперболического погранс-
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лоя.

Как и в предыдущем случае, перейдём в разрешающих уравнениях (2.2.5)

к безразмерным прифронтовым координатам:

𝑥 =
1

𝜀2
(𝜏0 − 𝜉0), 𝜏0 =

𝑐2
𝑅
𝑡, 𝜁𝐹 =

1

𝑅
𝑧𝐹 , 𝜉0 =

1

𝑅
𝛼 (2.3.1)

и примем, что диференцирование по введённым координатам не изменяет по-

рядок искомых неизвестных функций.

Асимптотику компонент НДС рассматриваемого погранслоя можно задать

следующим образом:

𝑣1 = 𝑅𝜀2𝑣*1, 𝑣3 = 𝑅𝜀𝑣*3,

𝜎11 = 𝐸𝜎*11, 𝜎33 = 𝐸𝜎*33, 𝜎13 = 𝐸𝜀−1𝜎*13,

(2.3.2)

где, как и ранее, величины со звездочками обладают одним и тем же асимтоти-

ческим порядком (звездочки в дальнейшем будем опускать). Перейдем в урав-

нениях (2.2.5), (2.2.6) к переменным (2.3.1) и будем учитывать (2.3.2). Дальней-

шие рассуждения и выкладки по общей форме совпадают с соответствующими

рассуждениями и выкладками для случая оболочек вращения нулевой гауссо-

вой кривизны [74].

Асимптотически главной компонентой вектора перемещений является в

рассматриваемом случае компонента 𝑣3. В системе разрешающих уравнений

движения в перемещениях (2.2.5) главным уравнением, определяющим гипер-

болический погранслой в окрестности фронта волны сдвига, является второе

уравнение этой системы, принимающее в асимптотически главном следующую

форму:

−
√
1 + 𝐹 2

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜁𝐹

+æ−2
(︁
1+𝐹 2

)︁𝜕2𝑣3
𝜕𝜁2𝐹

+2
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜁

− 2𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)
𝜁𝐹

𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜁𝐹

−𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝑥

= 0.

(2.3.3)
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С помощью первого уравнения системы (2.2.5) в асимптотически главном:

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

−
√︀

1 + 𝐹 2
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜁𝐹

= 0 (2.3.4)

получаем окончательную форму зависимости перемещения 𝑣1 от перемещения

𝑣3:

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

=
√︀

1 + 𝐹 2
𝜕𝑣3
𝜕𝜁𝐹

. (2.3.5)

Подставляя полученное выражение для производной от 𝑣1 через производ-

ную от перемещения 𝑣3, получаем замкнутую систему относительно асимпто-

тически главных компонент перемещений и напряжений 𝑣3, 𝜎13, 𝜎11, 𝜎33:

(︁
1 + 𝐹 2

)︁𝜕2𝑣3
𝜕𝜁2𝐹

+ 2
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜉0

− 2𝜁𝐹𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)

𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜁𝐹

− 𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝑥

= 0,

𝜎11 = − 1

(1 + 𝜈)

𝜕𝑣3
𝜕𝜁𝐹

,

𝜎33 =
1

(1 + 𝜈)

𝜕𝑣3
𝜕𝜁𝐹

,

𝜎13 =

√
1 + 𝐹 2

2(1 + 𝜈)

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

.

(2.3.6)

Выпишем полученную систему (2.3.6) в безразмерных координатах:

𝜉 = 𝜉0/𝜀, 𝜏 = 𝜏0/𝜀. (2.3.7)

При этом получаем следующие уравнения, описывающие искомый гиперболи-
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ческий погранслой в окрестности фронта волны сдвига в окончательном виде:

𝜕2𝑣3
𝜕𝜉2

+
(︁
1 + 𝐹 2

)︁ 𝜕2𝑣3
𝜕2𝜁𝐹

− 𝜕2𝑣3
𝜕𝜏 2

+ 𝜀
2𝜁𝐹𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)

𝜕2𝑣3
𝜕𝜉𝜕𝜁𝐹

+ 𝜀
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 0,

𝜎13 =

√
1 + 𝐹 2

2(1 + 𝜈)

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

,

𝜎11 = − 1

(1 + 𝜈)

𝜕𝑣3
𝜕𝜁𝐹

,

𝜎33 =
1

1 + 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝜁𝐹

.

(2.3.8)

В исходной размерной форме выведенные уравнения для асимтотически

главных составляющих примут вид:

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+
(︁
1 + 𝐹 2

)︁𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+
2𝑧𝐹𝐹

𝑅1(1 + 𝐹 2)

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

,

𝜎11 = − 𝐸

(1 + 𝜈)

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

.

(2.3.9)

Как и в предыдущем случае, разрешающие уравнения движения свелись

к одному дифференциальному уравнению второго порядка, и, следовательно,

оно требует удовлетворения только одному граничному условию на торце и

лицевых поверхностях:
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𝜎13 = 0, 𝑧𝐹 = ±ℎ
√︀
1 + 𝐹 2,

𝜎13 = 𝐼𝐻(𝑡), 𝛼 = 0.

(2.3.10)

Отметим также, что как и в случае волн расширения, переход к исход-

ным координатам 𝛼, 𝑧, 𝑡 даёт разрешающие уравнения, обобщающие случай

оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны [74]:

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

,

𝜎11 = − 𝐸

(1 + 𝜈)

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

.

(2.3.11)

При этом граничные условия на лицевых поверхностях и на торце записываются

аналогично (2.3.10):

𝜎13 = 0, 𝑧 = ±ℎ,

𝜎13 = 𝐼𝐻(𝑡), 𝛼 = 0.

(2.3.12)

Аналогично случаю гиперболического погранслоя в окрестности фронта

волны расширения, рассматриваемая прифронтовая зона размером𝑂(𝜀) в окрест-

ности нормали к оболочке 𝛼 = 𝑐2𝑡 содержит узкую прифронтовую зону разме-

ром порядка 𝑂(𝜀2) в окрестности повернутой нормали 𝑧𝐹 = 𝑐2𝑡, в которой и ра-

ботают асимптотически оптимальные уравнения (2.3.9). В этом смысле и мож-

но рассматривать в исходных координатах (𝛼, 𝑧) окрестность нормали 𝛼 = 𝑐2𝑡

размером порядка 𝑂(𝜀) как область действия искомого погранслоя, что и пред-

ставлялось в предыдущих работах автора.
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2.4 Механический смысл асимптотической теории

гиперболического погранслоя

В обоих случаях гиперболического погранслоя (соответственно в окрест-

ностях передних фронтов расширения и сдвига) построена в специальных ко-

ординатах асимптотическая модель нестационарного НДС оболочек вращения

произвольного профиля. Эта модель включает асимптотику геометрии иско-

мого фронта волны, разрешающие уравнения второго порядка относительно

продольного или нормального перемещений и по одному граничному условию

на лицевых поверхностях и торце. Установлены связи между полученной мо-

делью и моделью искомого погранслоя в стандартной криволинейной системе

координат. Установлено также, что модель в стандартной системе координат

работает в большей, порядка 𝑂(𝜀), прифронтовой области и эта модель позво-

ляет перейти к разработанной здесь модели в специальной системе координат,

работающей в узкой, порядка 𝑂(𝜀2) зоне, непосредственно примыкающей к пе-

реднему фронту.

Представленная в настоящей главе работа является завершающей в цикле

работ по построению асимптотической теории гиперболического погранслоя. У

этого цикла есть специфические математические основы и глубокий механиче-

ский смысл.

Математическое построение рассматриваемой теории основано на исполь-

зовании принципа масштабирования переменных [89] и концепции показателей

изменяемости НДС по переменным, введённой в [49]. Особенностью представ-

ленного асимптотического построения явилось его применение в специальной

прифронтовой системе координат.

Механический смысл гиперболического погранслоя полностью соответству-

ет выводам работ [145], [156] о действии принципа Сен-Венана в динамике тон-

костенных конструкций: в отличие от статики, способ приложения нагрузки
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на торец влияет на НДС не только в его малой окрестности, но и переносится

фронтами волн расширения и сдвига в их малых окрестностях.
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Глава 3

Асимптотическая теория нестационарного НДС

упругих оболочек вращения при торцевых

ударных воздействиях продольного типа

Представленная на рисунке 1.2 схема решения для продольного усилия

𝑇1 при ударном продольном воздействии типа LT, заданным граничным усло-

вием (1.2.1) при 𝑓(𝜃) = 1, даёт возможность применения приближенных тео-

рий, полученных методом асимптотического интегрирования точных трёхмер-

ных уравнений теории упругости для полного описания волновых процессов в

оболочках вращения.

Таким образом, предполагаем, что нестационарное НДС в оболочках вра-

щения произвольного профиля можно представить с помощью таких состав-

ляющих, как безмоментная составляющая теории Кирхгофа-Лява (двумерная

тангенциальная составляющая), параболический погранслой, коротковолновая

высокочастотная составляющая и гиперболический погранслой. Уравнения для

безмоментной составляющей, параболического погранслоя и коротковолновой

высокочастотной составляющей приведены в Главе 1. Уравнения для гипербо-

лического погранслоя в окончательном виде для оболочки вращения выведены

в Главе 2. Полнота построения схемы расчленения рассматриваемого НДС с

помощью указанных теорий в произвольных оболочках вращения будет дока-

зана определением существования и нахождением границ следующих обастей

согласований:

B3 – область согласования безмоментной составляющей и параболического по-

гранслоя,

B2 – область согласования параболического погранслоя и коротковолнового вы-

сокочастотного приближения,
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B1 – область согласования коротковолнового высокочастотного приближения и

гиперболического погранслоя.

Таким образом, как и в модельном случае оболочек вращения нулевой гаус-

совой кривизны, наличие указанных областей согласования доказывает кор-

ректность применяемой асимптотической схемы расчленения нестационарного

НДС в оболочках вращения произвольного профиля на составляющие с различ-

ными показателями изменяемости и динамичности, применяемые в различных

участках фазовой плоскости. Отметим, что на примере оболочек вращения ну-

левой гауссовой кривизны область B1 рассматривалась в [74]. Область B2 рас-

сматривается для всех типов оболочек впервые в настоящей работе. Область

B3 описана для цилиндрической оболочки в [191].

Асимптотические методы не только позволяют получить приближённые

уравнения, адекватно определяющие нестационарное НДС в различных участ-

ках фазовой плоскости для произвольных оболочек вращения, но и дают воз-

можность найти аналитическое решение для всех типов составляющих. Такие

решения не только позволяют анализировать свойства искомого НДС, но и да-

ют необходимую информацию для разработки качественных численных мето-

дов.

Разработка асимптотического метода определения решения для безмомент-

ной составляющей основывается на использовании интегрального преобразова-

ния Лапласа по временной переменной. В общем случае неосесимметричного

НДС для оболочек вращения при нулевой изменяемости по координатам и вре-

мени в [106] был представлен простейший метод прифронтовой асимптотики

на основе разложения решения по степеням расстояния от текущей точки до

фронта волны.

Решение для параболического погранслоя в случае цилиндрической обо-

лочки представлено в [191]. Получено оно на основе точного решения уравне-

ния движения для асимптотически главных составляющих с помощью инте-

грального преобразования Лапласа по времени и выражается через интеграл
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от функций Эйри. В настоящей работе искомое решение строится в общем слу-

чае оболочек вращения в пространстве преобразования Лапласа по временной

переменной при использовании метода экспоненциальных представлений.

Решение для гиперболического погранслоя использует подходы, описанные

для оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны в [74] и для оболочек вра-

щения в [106] при исследовании динамического погранслоя в общей области,

включающей области R3, R2, R1 (рисунок 1.2). Окончательная разработка ре-

шения с учётом поведения волнового фронта проведена автором в работах [76],

[198]. Используются в этих работах символический метод Лурье [145], [156] и ме-

тод экспоненциальных представлений в пространстве изображений интеграль-

ного преобразования Лапласа по временной переменной.

3.1 Схема расчленения нестационарного НДС

оболочек вращения произвольного профиля

при ударных воздействиях продольного типа

Предложенная в Главе 1 схема расчленения нестационарного НДС на со-

ставляющие с различными показателями изменяемости и динамичности впер-

вые была полностью описана в [112] для оболочек вращения нулевой гауссо-

вой кривизны – цилиндрических и конических. В настоящем параграфе эта

схема, разработанная автором ранее, распространяется на общий случай обо-

лочек вращения. Как этого требуется, необходимо доказать полноту предла-

гаемого набора асимптотически приближённых теорий: двумерной безмомент-

ной составляющей по теории Кирхгофа-Лява (область R4), наложения безмо-

ментной теории и квазистатического погранслоя типа Сен-Венана (область R5),

параболического погранслоя в окрестности квазифронта – фронта двумерной

волны растяжения-сжатия по теории Кирхгофа-Лява (область R3), коротко-

волновой высокочастотной составляющей – прямого аналога соответствующего
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решения плоской симметричной по нормальной координате задачи о нестацио-

нарном НДС слоя (область R2) и гиперболического погранслоя в окрестности

фронта волны расширения (область R1).

Полная искомая схема расчленения нестационарного НДС представлена

на рисунке 3.1 как областями применимости приближенных теорий, так и об-

ластями согласования B1, B2, B3. На рисунке 3.2 изображена схема областей

применимости приближённых теорий в фазовой плоскости (𝛼, 𝑡).

Рисунок 3.1 — Схема решения для продольного усилия 𝑇1
в оболочке вращения

Рисунок 3.2 — Схема областей применимости асимптотически
приближённых теорий в фазовой плоскости
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3.2 Решение для тангенциальной составляющей

Кирхгофа-Лява

В соответствии с граничными условиями в трёхмерной постановке (1.2.1),

граничное условие для рассматриваемой тангенциальной составляющей в слу-

чае осесимметричного НДС запишется в виде:

𝑇1 = 2ℎ𝐼𝐻(𝑡), (3.2.1)

а начальное условие (1.2.4) преобразуется следующим образом:

𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0. (3.2.2)

Перейдем в разрешающих уравнениях (1.4.11) и (1.4.12), описывающих без-

моментное напряженное состояние в оболочках вращения, к безразмерным уси-

лиям, перемещениям и деформациям по следующим формулам:

𝑢 = ℎ𝑢*, 𝑤 = ℎ𝑤*, 𝑇𝑖 =
2𝐸ℎ

1− 𝜈2
𝜀𝑇 *

𝑖 , 𝜀𝑖 = 𝜀𝜀*𝑖 , (3.2.3)

где величины со звёздочкой имеют один и тот же асимптотический порядок.

Звёздочки в дальнейшем будем опускать. Введём также безразмерную про-

странственную переменную 𝜉0 аналогично как и в Главе 2, но безразмерную

временную переменную введем по формуле:

𝜏0 =

[︂
𝐸

𝜌(1− 𝜈2)

]︂ 1
2 𝑡

𝑅
, (3.2.4)

привязавшись к скорости распространения продольной волны (волны растя-

жения-сжатия) по двумерной теории. Перейдем также к безразмерной форме

геометрических параметров: 𝑅𝑖 = 𝑅𝑅*
𝑖 , 𝐵 = 𝑅𝐵*. Тогда разрешающие уравне-

ния примут вид (звёздочки опускаем):
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𝜕𝑇1
𝜕𝜉0

+
𝐵′

𝐵

(︁
𝑇1 − 𝑇2

)︁
− 𝜕2𝑢

𝜕𝜏 20
= 0,

𝑇1
𝑅1

+
𝑇2
𝑅2

+
𝜕2𝑤

𝜕𝜏 20
= 0,

(3.2.5)

𝑇1 = 𝜀1 + 𝜈𝜀2, 𝑇2 = 𝜀2 + 𝜈𝜀1,

𝜀1 =
𝜕𝑢

𝜕𝜉0
+
𝑤

𝑅1
, 𝜀2 =

𝐵′

𝐵
𝑢+

𝑤

𝑅2
.

(3.2.6)

Выпишем также разрешающие уравнения движения в перемещениях:

𝜕2𝑢

𝜕𝜉20
+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝜉0
+𝑅3𝑢−

𝜕2𝑢

𝜕𝜏 20
+𝑅4

𝜕𝑤

𝜕𝜉0
+𝑅5𝑤 = 0,

𝑅4
𝜕𝑢

𝜕𝜉0
+𝑅6

𝐵′

𝐵
𝑢+𝑅7𝑤 +

𝜕2𝑤

𝜕𝜏 20
= 0,

(3.2.7)

где введены следующие обозначения:

𝑅3 = 𝜈
(︁𝐵′

𝐵

)︁′
− (1− 𝜈)

(︁𝐵′

𝐵

)︁2
, 𝑅4 =

1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2
,

𝑅5 =
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁′
+ (1− 𝜈)

𝐵′

𝐵

(︁ 1

𝑅1
− 1

𝑅2

)︁
,

𝑅6 =
𝜈

𝑅1
+

1

𝑅2
, 𝑅7 =

1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

.

(3.2.8)

В работе [106] описаны методы получения различных приближённых ре-

шений для безмоментной составляющей. В случае неосесимметричного, быстро

изменяющегося по окружной координате НДС, решение получено с помощью

интегрального преобразования по временной переменной с последующим обра-

щением изображения специальным методом прифронтовой асимптотики, когда

оно раскладывается в ряд по отрицательным степеням параметра преобразова-

ния. Тогда искомые решения принимают форму рядов по функциям, выражаю-
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щимся через функции Бесселя. В случае же нулевой изменяемости по окружной

координате, в этой же работе представлен подход к решению, основанный на

использовании простейшей формы метода прифронтовой асимптотики, когда

решение ищется в виде разложения по степеням расстояния от текущей точки

до фронта волны. Применяя этот подход к решению рассматриваемой задачи

определения осесимметричного нестационарного НДС для общего случая обо-

лочек вращения произвольного профиля, будем искать искомое решение в виде

следующих рядов:

𝑢 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑈𝑛(𝜉0)(𝜏0 − 𝜉0)
𝑛,

𝑤 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑊𝑛(𝜉0)(𝜏0 − 𝜉0)
𝑛+1,

𝑇1 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑇1,𝑛(𝜉0)(𝜏0 − 𝜉0)
𝑛−1,

(3.2.9)

где 𝑈𝑛(𝜉0), 𝑊𝑛(𝜉0), 𝑇1,𝑛(𝜉0) – неизвестные функции. Подставляя (3.2.9) в (3.2.7),

группируем члены при одинаковых степенях расстояния до фронта волны

𝜉0 = 𝜏0. Тогда получаем систему зацепляющихся обыкновенных дифференци-

альных уравнений относительно этих неизвестных функций:

(︁√
𝐵𝑈𝑛

)︁′
=

√
𝐵

2𝑛

[︂
1

𝐵

(︀
𝐵𝑈 ′

𝑛−1

)︀′
+𝑅3𝑈𝑛−1 − 𝑛𝑅4𝑊𝑛−1 +𝑅4𝑊

′
𝑛−2 +𝑅5𝑊𝑛−2

]︂
,

𝑊𝑛 =
𝑅4

𝑛+ 1
𝑈𝑛 −

1

𝑛(𝑛+ 1)

[︂
𝑅4𝑈

′
𝑛−1 +

𝐵′𝑅6

𝐵
𝑈𝑛−1 +𝑅7𝑊𝑛−2

]︂
.

(3.2.10)

Решая систему (3.2.10), находим рекуррентные выражения для искомых

функций – коэффициентов разложения решений в ряды (3.2.9):

𝑈𝑛 =
1√
𝐵

(︃
𝐶𝑛 +

1

2𝑛

∫︁ 𝜉0

0

√
𝐵𝐿1,𝑛𝑑𝜉0

)︃
,

𝑊𝑛 =
𝑅4

𝑛+ 1
𝑈𝑛 −

1

𝑛(𝑛+ 1)
𝐿2,𝑛,

𝑇1,𝑛 = −𝑛𝑈𝑛 + 𝐿3,𝑛,

(3.2.11)
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где 𝐶𝑛 – постоянные интегрирования, а функции 𝐿1,𝑛, 𝐿2,𝑛 и 𝐿3,𝑛 определяются

следующими выражениями:

𝐿1,𝑛 =
1

𝐵

(︁
𝐵𝑈 ′

𝑛−1

)︁′
+𝑅3𝑈𝑛−1 − 𝑛𝑅4𝑊𝑛−1 +𝑅4𝑊

′
𝑛−2 +𝑅5𝑊𝑛−2,

𝐿2,𝑛 = 𝑅4𝑈
′
𝑛−1 +

𝐵′𝑅6

𝐵
𝑈𝑛−1 +𝑅7𝑊𝑛−2,

𝐿3,𝑛 = 𝑈 ′
𝑛−1 + 𝜈

𝐵′

𝐵
𝑈𝑛−1 +𝑅4𝑊𝑛−2.

(3.2.12)

Полученное решение (3.2.11) соответствует решению для неосесимметрич-

ного случая НДС оболочек вращения из [106]. Подставляя его в граничное усло-

вие (3.2.1) (в безразмерной форме), приходим к следующему явному виду пер-

вых приближений для искомых компонент НДС:

𝑢 =
[︁
𝑈1(𝜏0 − 𝜉0) + 𝑈2(𝜏0 − 𝜉0)

2 + ...
]︁
𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝑤 =
[︁
𝑊1(𝜏0 − 𝜉0) +𝑊2(𝜏0 − 𝜉0)

2 + ...
]︁
𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝑇1 =
[︁
𝑇1,1 + 𝑇1,2(𝜏0 − 𝜉0) + ...

]︁
𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝑈1 = −𝐼
√︂
𝐵0

𝐵
, 𝑈2 =

𝐼

4
√
𝐵

(︁
𝐴1 +

∫︁ 𝜉0

0

𝑅8𝑑𝜉0

)︁
,

𝑊1 = −𝐼𝑅4

2

√︂
𝐵0

𝐵
, 𝑊2 = 𝐼

1

12
√
𝐵

(︁
𝐴1𝑅4 −𝑅9 +𝑅4

∫︁ 𝜉0

0

𝑅8𝑑𝜉0

)︁
,

𝑇1,1 = 𝐼

√︂
𝐵0

𝐵
, 𝑇1,2 = − 𝐼

2
√
𝐵

[︁
𝐴1 − (1− 2𝜈)

√︀
𝐵0
𝐵′

𝐵
+

∫︁ 𝜉0

0

𝑅8𝑑𝜉0

]︁
,

(3.2.13)

где постоянные 𝐴1, 𝐵0, 𝐵
′
0 и функции 𝑅8, 𝑅9 задаются следующими выраже-

ниями:
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𝐴1 =
(︁
1− 2𝜈

)︁ 𝐵′
0√
𝐵0

, 𝐵0 = 𝐵(0), 𝐵′
0 = 𝐵′(0),

𝑅8 =
1

2𝐵

(︁√︂𝐵0

𝐵
𝐵′
)︁′

+
(︁
𝑅2

4 −𝑅3

)︁√︂𝐵0

𝐵
,

𝑅9 =
√︀
𝐵0

𝐵′

𝐵3/2

(︁1− 2𝜈

𝑅1
+

2− 𝜈

𝑅2

)︁
.

(3.2.14)

Выражения (3.2.14) определяют следующее решение для цилиндрической

оболочки (𝐵 = 1, 1/𝑅1 = 0, 𝑅2 = 𝑅, 𝑅 – радиус цилиндрической срединной

поверхности):

𝑢 = −𝐼
[︂
(𝜏0 − 𝜉0)−

𝜈2

4
𝜉0(𝜏0 − 𝜉0)

2 + ...

]︂
𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝑤 = −𝐼
[︂
𝜈2

2
(𝜏0 − 𝜉0)−

𝜈3

12
𝜉0(𝜏0 − 𝜉0)

3 + ...

]︂
𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝑇1 = 𝐼

[︂
1− 𝜈2

2
𝜉0(𝜏0 − 𝜉0) + ...

]︂
𝐻(𝜏0 − 𝜉0).

(3.2.15)

Решение (3.2.15) полностью соответствует решению аналогичной задачи

для неосимметричного случая из [106]. В работе [106] показано, что такие ря-

ды по степеням (𝜏0 − 𝜉0) являются быстросходящимися при 𝜏0, 𝜉0 = 𝑂(1). Это

означает, что данный метод даёт эффективное решение для таких моментов

времени, когда фронт двумерной волны растяжения-сжатия проходит расстоя-

ние, соизмеримое с радиусом цилиндрической срединной поверхности.
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3.3 Разработка асимптотического решения для

симметричного гиперболического погранслоя

в оболочках вращения произвольного профиля

в окрестности фронта волны расширения

Получим решение для гиперболического погранслоя в общем случае оболо-

чек вращения при осесимметричной нагрузке, определяемой граничными усло-

виями (2.2.17) – (2.2.18):

𝜎11 = 𝐼𝐻(𝜏), 𝜉 = 0,

𝜎33 = 0, 𝜁𝐹 = ±
√︀
1 + 𝐹 2.

(3.3.1)

Здесь мы используем безразмерные переменные 𝜉, 𝜁𝐹 , 𝜏 , введённые в пара-

графе 2.2, где безразмерная переменная 𝜁𝐹 определяет повёрнутое, по отноше-

нию к нормали срединной поверхности, положение прямолинейного волнового

фронта, а безразмерная переменная 𝜏 отнесена к скорости волн расширения 𝑐1.

Записанные в перемещениях граничные условия (3.3.1) имеют вид:

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 2(1 + 𝜈)æ2𝐼𝐻(𝜏), 𝜉 = 0,

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 0, 𝜁𝐹 = ±
√︀

1 + 𝐹 2.

(3.3.2)

Разрешающие уравнения движения имеют при этом вид (2.2.15).

Искомое решение основывается на полученном в [74] решении для данного

погранслоя в случае цилиндрической оболочки. Поскольку такое решение для

цилиндрической оболочки является базовым, приведём его вывод полностью.

В рассматриваемом случае цилиндрической оболочки уравнения движения

записываются в безразмерных переменных 𝜉, 𝜁, 𝜏 , имеют постоянные коэффи-
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циенты, а для их решения можно применить интегральные преобразования:

Лапласа по времени и Фурье по продольной координате. Разрешающие уравне-

ния этой модельной задачи записываются в виде:

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2

= 0,

𝜎11 =
1

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

,

𝜎33 =
𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

,

𝜎13 =
1

2(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

(3.3.3)

с граничными условиями:

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 𝐼*𝐻(𝜏), 𝜉 = 0,

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 0, 𝜁 = ±1,
(3.3.4)

где 𝐼* = 2(1 + 𝜈)æ2𝐼.

Для интегральных преобразований Лапласа и Фурье

𝑣𝐿𝐶1 =

√︂
2

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑣𝐿1 cos𝜒𝜉𝑑𝜉,

𝑣𝐿1 =

∫︁ ∞

0

𝑣1𝑒
−𝑠𝜏𝑑𝜏,

(3.3.5)

где 𝑠 и 𝜒 – параметры преобразования Лапласа и Фурье, соответственно, раз-

решающие уравнения имеют форму

𝑑2𝑣𝐿𝐶1
𝜕𝜁2

−
(︀
𝜒2 + 𝑠2)𝑣𝐿𝐶1 =

√︂
2

𝜋
𝐼*
1

𝑠
,

𝑣𝐿𝐶1 = 0, 𝜁 = ±1.

(3.3.6)
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Решение уравнения (3.3.6) при однородных граничных условиях на лице-

вых поверхностях 𝜁 = ±1 имеет вид:

𝑣𝐿𝐶1 =

√︂
2

𝜋
𝐼*
(︁ ch𝛼1𝜁

𝑠𝛼2
1 ch𝛼1

− 1

𝑠𝛼2
1

)︁
,

𝛼1 =
√︀
𝜒2 + 𝑠2.

(3.3.7)

Поскольку подинтегральная функция 𝑣𝐿𝐶1 при обращении преобразования

Фурье является мероморфной, с полюсами – корнями уравнения

ch𝛼1 = 0, (3.3.8)

определяемыми выражениями:

𝜒𝑛 = 𝑖𝑠

[︂
1 +

(𝑛− 1
2)

2𝜋2

𝑠2

]︂ 1
2

, (3.3.9)

то она может быть разложена в ряд по этим полюсам [74]:

𝑣𝐿1 =
4æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 cos(𝑛− 1/2)𝜋𝜁]

(𝑛− 1/2)[1 + (𝑛−1/2)2𝜋2

𝑠2 ]1/2

1

𝑠2
×

× exp

{︃
−𝑠
[︂
1 +

(𝑛− 1/2)2𝜋2

𝑠2

]︂1/2
𝜉

}︃
,

(3.3.10)

что соответствует разложению по модам колебаний, являющихся асимптотиче-

ским представлением мод колебаний плоского слоя [106].

Согласно методу прифронтовой асимптотики, применяемому в простран-

стве интегрального преобразования Лапласа, можно разложить изображение

(3.3.10) в ряд по функциям:

1

𝑠𝑘+1
exp

[︁
−
(︁
𝑠𝑐+

𝑔

𝑠

)︁
𝜉
]︁
, 𝑘 ⩾ 0, (3.3.11)

где 𝑔 и 𝑐 – постоянные. Используя табличную форму преобразования Лапласа:
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∫︁ ∞

0

exp
[︁
−𝑠𝜏

(︁𝜏
𝑔

)︁𝑘
2
]︁
𝐽𝑘(2

√
𝑔𝜏)𝑑𝜏 =

1

𝑠𝑘+1
exp

(︁
− 𝑔

𝑠

)︁
, (3.3.12)

и оставляя в разложении для изображения (3.3.10) только функции (3.3.11) при

𝑘 = 1, получим следующую асимптотику решения для 𝑣1 в искомой прифрон-

товой области R1 [74]:

𝑣1 =
4æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 cos(𝑛− 1/2)𝜋𝜁]

𝑛− 1/2
×

×𝐽1
[︁
21/2(𝑛− 1/2)𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

]︁
𝐻(𝜏 − 𝜉).

(3.3.13)

Перейдём к рассмотрению гиперболического погранслоя в общем случае

оболочек вращения при заданных граничных условиях (3.3.2). Построим его в

малой окрестности фронта волны расширения с изменяемостью и динамично-

стью 𝑞 = 𝑎 = 2. Тогда переходим к переменным 𝜉*, 𝜏* по формулам:

𝜉* =
𝜉

𝜀
, 𝜏* =

𝜏

𝜀
. (3.3.14)

Анализ базового решения (3.3.13) показывает, что оно имеет место при

𝜏0−𝜉0 = 𝑂(𝜀2). Предполагаем, что аналогичная оценка будет иметь место и для

гиперболического погранслоя в рассматриваемом случае оболочек вращения.

Запишем систему разрешающих уравнений (2.2.15) в переменных (3.3.14):
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𝜕2𝑣1
𝜕𝜉2*

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2*

+ 𝜀2
[︁
(1 + 𝐹 2)

𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2𝐹

+
2𝜁𝐹𝐹

(1 + 𝐹 2)𝑅1

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉*𝜕𝜁𝐹

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜉*

]︁
= 0,

𝜎11 =
1

2(1 + 𝜈)æ2𝜀

𝜕𝑣1
𝜕𝜉*

,

𝜎33 =
𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)𝜀

𝜕𝑣1
𝜕𝜉*

,

𝜎13 =

√
1 + 𝐹 2

2(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝜁𝐹

.

(3.3.15)

Проведём анализ решения (3.3.13) для гиперболического погранслоя в ци-

линдрической оболочке, полученного при использовании интегрального преоб-

разования Лапласа. Оно представлено здесь в форме бесконечного ряда, члены

которого удовлетворяют, каждый, как уравнениям движения, так и однород-

ным граничным условиям на лицевых поверхностях в форме (3.3.4). Эти част-

ные решения соответствуют модам – частным решениям системы уравнений

движения для симметричных колебаний пластины, когда соотношения между

частотами колебаний и длинами волн описываются дисперсионными уравнени-

ями Рэлея-Лэмба [3].

Применим к разрешающей системе (3.3.15) интегральное преобразование

Лапласа по временной переменной 𝜏*. Тогда разрешающие уравнения в изобра-

жениях будут записываться для асимптотически главных составляющих НДС

в следующем виде:
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𝜕2𝑣𝐿1
𝜕𝜉2*

− 𝑠2𝑣𝐿1 + 𝜀2
[︁
(1 + 𝐹 2)

𝜕2𝑣𝐿1
𝜕𝜁2𝐹

+
2𝜁𝐹𝐹

(1 + 𝐹 2)𝑅1

𝜕2𝑣𝐿1
𝜕𝜉*𝜕𝜁𝐹

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣𝐿1
𝜕𝜉*

]︁
= 0,

𝜎𝐿11 =
1

2(1 + 𝜈)æ2𝜀

𝜕𝑣𝐿1
𝜕𝜉*

,

𝜎𝐿33 =
𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)𝜀

𝜕𝑣𝐿1
𝜕𝜉*

,

𝜎𝐿13 =

√
1 + 𝐹 2

2(1 + 𝜈)

𝜕𝑣𝐿1
𝜕𝜁𝐹

.

(3.3.16)

Поскольку асимптотически главная часть системы уравнений (3.3.16), опре-

деляющая асимптотически главные составляющие решения в узкой прифрон-

товой зоне, полностью совпадает с соответствующими уравнениями для цилин-

дрической оболочки, представим изображение для 𝑣1 в рассматриваемом общем

случае также разложением по модам колебаний, где моды ищутся асимптоти-

ческим методом. Представим решение для мод 𝑣𝐿1,𝑛 в виде:

𝑣𝐿1 = exp
[︁
− 𝑠𝜉0

𝜀2
+ 𝜓(𝜉0) + 𝑖𝜆(𝜉0)𝜁𝐹

]︁
, (3.3.17)

где 𝜓 и 𝜆 являются медленно изменяющимися функциями по 𝜉0, 𝑖 – мнимая

единица. Подставим это представление решения в уравнение движения (3.3.16).

Для начального приближения функций 𝜓 и 𝜆, обеспечивающего погрешность

для моды 𝑣𝐿1 порядка 𝑂(𝜀), получим следующее уравнение:

2𝑠𝜓′ +
(︁
1 + 𝐹 2

)︁
𝜆2 + 𝑠

𝐵′

𝐵
+ 𝑖𝜁𝐹

(︁
2𝑠𝜆′ +

𝑠𝐹𝜆

(1 + 𝐹 2)𝑅1

)︁
= 0. (3.3.18)

Приравнивая нулю в полученном уравнении (3.3.18) составляющие при нулевой

и первой степени 𝜁𝐹 , приходим к системе обыкновенных дифференциальных



107

уравнений для искомых функций:

2𝜆′ +
𝐹

(1 + 𝐹 2)𝑅1
𝜆 = 0,

2𝑠𝜓′ +
(︁
1 + 𝐹 2

)︁
𝜆2 + 𝑠

𝐵′

𝐵
= 0.

(3.3.19)

Учитывая зависимость функции 𝐹 от приведенного значения радиуса кривизны

𝑅1 (2.1.17), получаем из (3.3.19) явные выражения для функций 𝜓′ и 𝜆:

𝜆 =
𝐶√

1 + 𝐹 2
, 𝜓′ = −𝐶

2

𝑠
− 𝐵′

2𝐵
, (3.3.20)

где 𝐶 – некоторая постоянная. Следовательно, выражение (3.3.17) может быть

записано в следующем виде:

𝑣𝐿1 = exp
[︁
− 𝜀−2𝜉0𝑠− 𝐶2𝜉0

1

𝑠
+ 𝑙𝑛

1√
𝐵

+ 𝑖
𝐶𝜁𝐹√
1 + 𝐹 2

]︁
. (3.3.21)

Перепишем выражение (3.3.21) в форме

𝑣𝐿1 =
1√
𝐵

exp
(︁
𝑖

𝐶𝜁𝐹√
1 + 𝐹 2

)︁
exp

[︁
− 𝜀2𝜉0𝑠− 𝐶2𝜉0

1

𝑠

]︁
. (3.3.22)

Для того, чтобы функции (3.3.22) были модами колебаний для симметрич-

ного случая погранслоя, необходимо, чтобы они удовлетворяли условиям сво-

бодных лицевых поверхностей. Поэтому выбираем следующее выражение для

постоянной 𝐶: 𝐶 = (𝑛 − 1/2)𝜋, 𝑛 = 1, 2... . Тогда выражение (3.3.22) в своей

действительной части определяет окончательное выражение для искомых мод:

𝑣𝐿1𝑛 =
1√
𝐵

cos
[︁(𝑛− 1/2)𝜋𝜁𝐹√

1 + 𝐹 2

]︁
exp

[︁
− 𝜀−2𝑠𝜉0 −

1

2
(𝑛− 1/2)2𝜋2𝜉0

1

𝑠

]︁
, (3.3.23)

которое полностью соответствует решению для 𝑣𝐿1,𝑛 в случае цилиндрической
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оболочки, получаемому из точного решения в преобразованиях Лапласа мето-

дом прифронтовой асимптотики.

Имея представление для мод (3.3.23), получим искомые решения для изоб-

ражений 𝑣1, 𝜎11, 𝑇1, подставляя его в базовые разложения, представляющие

решения соответствующей задачи для цилиндрической оболочки (3.3.10):

𝑣𝐿1 =
4æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 cos
[︁
−(𝑛−1/2)𝜋√

1+𝐹 2
𝜁𝐹

]︁
(𝑛− 1/2)𝑠2

×

× exp

[︂
−𝜀−2𝜉0𝑠−

1

2
(𝑛− 1/2)2𝜋2𝜉0

1

𝑠

]︂
,

𝜎𝐿11 =
2𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1 cos
[︁
−(𝑛−1/2)𝜋√

1+𝐹 2
𝜁𝐹

]︁
(𝑛− 1/2)𝑠

×

× exp

[︂
−𝜀−2𝜉0𝑠−

1

2
(𝑛− 1/2)2𝜋2𝜉0

1

𝑠

]︂
,

𝑇𝐿
1 =

4𝐼

𝜋2

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑛− 1/2)2𝑠
exp

[︂
−𝜀−2𝜉0𝑠−

1

2
(𝑛− 1/2)2𝜋2𝜉0

1

𝑠

]︂
.

(3.3.24)

Далее процесс получения решения для искомых составляющих НДС, опреде-

ляющих главные перемещение, напряжение и усилие, полностью совпадает со

случаем цилиндрической оболочки. Применяя преобразование (3.3.12), получа-
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ем следующие выражения для искомых оригиналов:

𝑣1 =
25/2æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛(𝜏 − 𝜉)1/2 cos
[︁
(𝑛−1/2)𝜋𝜁𝐹√

1+𝐹 2

]︁
(𝑛− 1/2)2𝜉

1/2
0

×

×𝐽1
[︁
21/2(𝑛− 1/2)𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

]︁
𝐻(𝜏 − 𝜉),

𝜎11 =
2𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1 cos
[︁
(𝑛−1/2)𝜋𝜁𝐹√

1+𝐹 2

]︁
𝑛− 1/2

×

×𝐽0
[︁
21/2(𝑛− 1/2)𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

]︁
𝐻(𝜏 − 𝜉),

𝑇1 =
4𝐼

𝜋2

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑛− 1/2)2
×

×𝐽0
[︁
21/2(𝑛− 1/2)𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

]︁
𝐻(𝜏 − 𝜉).

(3.3.25)

Поскольку имеет место следующее выражение для суммы ряда

∞∑︁
𝑛=1

1

(2𝑛− 1)2
=
𝜋2

8
, (3.3.26)

то формула (3.3.25) определяет, что усилие 𝑇1 равно 2𝐼𝐻(𝑡) на торце 𝜉 = 0,

что соответствует скачку 𝑇1 на фронте при ударном воздействии на торец в

начальный момент времени. Таким образом, асимптотическое решение (3.3.25)

удовлетворяет граничным условиям на торце и лицевых поверхностях, удовле-

творяет разрешающим уравнениям, а сходимость рядов определилась сходимо-

стью соответствующих рядов в решении для цилиндрической оболочки.
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3.4 Разработка асимптотического решения для

параболического погранслоя в оболочках вращения

произвольного профиля

В безразмерных координатах 𝜉0, 𝜏0, введенных в параграфе 3.2, разреша-

ющие уравнения (1.6.5) для асимптотически главных компонент рассматрива-

емой составляющей нестационарного НДС в общем случае оболочек вращения

примут вид:

𝜕𝑢

𝜕𝜉0
+
𝜕𝑢

𝜕𝜏0
+
𝐵′

2𝐵
𝑢− 𝜈2𝜀2

6(1− 𝜈)2
𝜕3𝑢

𝜕𝜏 30
= 0,

𝑇1 =
2𝐸𝜀

1− 𝜈2
𝜕𝑢

𝜕𝜉0
, 𝑇2 =

2𝐸𝜀𝜈

1− 𝜈2
𝜕𝑢

𝜕𝜉0
,

(3.4.1)

а граничное условие на торце при 𝜉0 = 0 запишем так:

𝑇1 = 𝐼𝐻(𝜏0). (3.4.2)

Учитывая, что значение показателя изменяемости для параболического по-

гранслоя определяется неравенством (1.6.1), введём независимые переменные

𝜉, 𝜏 с учётом верхней границы показателя изменяемости, и с учётом скоро-

сти распространения двумерной волны растяжения-сжатия (подобно введению

временной переменной 𝜏0 для безмоментной составляющей):

𝜉 =
1

𝜀
𝜉0, 𝜏 =

1

𝜀
𝜏0. (3.4.3)
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Тогда разрешающие уравнения (3.4.1) запишутся в виде:

𝜕𝑢

𝜕𝜉
+
𝜕𝑢

𝜕𝜏
+ 𝜀

𝐵′

2𝐵
𝑢− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝜕3𝑢

𝜕𝜏 3
= 0,

𝑇1 =
2𝐸

1− 𝜈2
𝜕𝑢

𝜕𝜉
,

𝑇2 =
2𝐸𝜈

1− 𝜈2
𝜕𝑢

𝜕𝜉
.

(3.4.4)

Для решения искомой задачи применим преобразование Лапласа по вре-

менной переменной 𝜏 . Тогда разрешающие уравнения относительно изображе-

ния перемещения примут форму:

𝑑𝑢𝐿

𝑑𝜉
+

[︂
𝑠− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝑠3 + 𝜀

𝐵′

2𝐵

]︂
𝑢𝐿 = 0,

𝑑𝑢𝐿

𝑑𝜉
=

(1− 𝜈2)𝐼

2𝐸

1

𝑠
, 𝜉 = 0.

(3.4.5)

Структура разрешающего уравнения (3.4.5) такова, что оно содержит слагае-

мым в коэффициенте при функции 𝑢𝐿 медленно изменяющуюся фукцию с ма-

лым множителем относительного параметра тонкостенности 𝜀. Поэтому будем

искать решение этого уравнения, подобно случаю в параграфе 3.3, асимптоти-

ческим методом экспоненциального представления в виде:

𝑢𝐿 = 𝑈(𝜉0, 𝑠) exp
[︀
𝜀−1𝜓(𝜉0, 𝑠)

]︀
+𝑂(𝜀), (3.4.6)

где 𝑈(𝜉0, 𝑠) и 𝜓(𝜉0, 𝑠) – медленно изменяющиеся функции интенсивности и изме-

няемости. Учитывая, что производная от функции интенсивности по 𝜉0 будет

иметь малый порядок 𝑂(𝜀) (поскольку асимптотически главные члены разре-

шающего уравнения (3.4.5) имеют постоянные коэффициенты):

𝑑𝑈

𝑑𝜉0
= 𝑂(𝜀), (3.4.7)
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получаем для определения функции 𝜓 следующее уравнение:

𝑑𝜓

𝑑𝜉0
𝑈 +

[︂
𝑠− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝑠3 + 𝜀

𝐵′

2𝐵

]︂
𝑈 = 0, (3.4.8)

из которого следует выражение для искомой функции изменяемости:

𝜓 = −𝜀 𝑙𝑛
1√
𝐵

−
[︂
𝑠− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝑠3
]︂
𝜉0, (3.4.9)

а функция интенсивности с точностью 𝑂(𝜀) будет зависеть только от параметра

преобразования Лапласа:

𝑈(𝜉0, 𝑠) = 𝑈0(𝑠), (3.4.10)

где 𝑈0(𝑠) – некоторая функция от 𝑠, определяемая из граничного условия си-

стемы (3.4.5). Следовательно, решение рассматриваемого уравнения имеет вид:

𝑢𝐿 = 𝑈0
1√
𝐵

exp
(︁
− 𝜀−1

[︁
𝑠− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝑠3
]︁
𝜉0

)︁
+𝑂(𝜀). (3.4.11)

Решение (3.4.11) даёт выражение для изображения продольного усилия 𝑇1:

𝑇𝐿
1 = − 2𝐸

1− 𝜈2
𝑈0√
𝐵

[︁
𝑠− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝑠3
]︁
exp

(︁
− 𝜀−1

[︁
𝑠− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝑠3
]︁
𝜉0

)︁
+𝑂(𝜀).

(3.4.12)

В книге [191] описано построение решения для параболического погранслоя

в цилиндрической оболочке. Использовано преобразование Лапласа по време-

ни, решение (3.4.12) его обобщает. Оригинал решения получен там с помощью

разложения в ряд по положительным степеням 𝑠, то есть основывается на свой-

стве искомого решения в окрестности квазифронта при 𝑠 → 0. Используя это

свойство, запишем приближение решения (3.4.12) при 𝑠→ 0 в виде:

𝑇𝐿
1 = − 2𝐸

1− 𝜈2
𝑈0√
𝐵
𝑠 exp

(︁
− 𝜀−1

[︁
𝑠− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝑠3
]︁
𝜉0

)︁
. (3.4.13)
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Из граничного условия системы (3.4.1) получаем выражение для коэффи-

циента 𝑈0:

𝑈0(𝑠) = −(1− 𝜈2)𝐼

2𝐸

1

𝑠2

√︀
𝐵(0). (3.4.14)

Окончательно, выражение для изображения 𝑇𝐿
1 получит вид:

𝑇𝐿
1 = 𝐼

√︂
𝐵(0)

𝐵

1

𝑠
exp

(︁
− 𝜀−1

[︁
𝑠− 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝑠3
]︁
𝜉0

)︁
. (3.4.15)

Согласно [191], обращая преобразование Лапласа 𝑇𝐿
1 , имеем:

𝑇1 = 𝐼

√︂
𝐵(0)

𝐵

(︁1
3
+

∫︁ 𝑦

0

𝐴𝑖(−𝑦′)𝑑𝑦′
)︁
,

𝑦 =

[︂
2(1− 𝜈)2

𝜈2𝜀2𝜉0

]︂ 1
3

(𝜏0 − 𝜉0),

(3.4.16)

где 𝐴𝑖(𝑦′) – функция Эйри.

3.5 Область согласования параболического погранслоя

и двумерной тангенциальной составляющей

Как уже отмечалось ранее, суть применяемого асимптотического метода

заключается в построении для каждого типа торцевого ударного воздействия

системы асимптотически приближенных теорий, описывающих нестационарное

НДС во всех участках фазовой плоскости, причём полнота описания НДС при-

ближенными теориями и расположение их применения на фазовой плоскости

определяется наличием областей согласования, где решения по различным при-

ближённым теориям совпадают с некоторой асимптотической точностью. Рас-

смотренная в параграфе 3.1 схема расчленения нестационарного НДС при LT
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воздействии требует доказательства наличия областей согласования двумер-

ной тангенциальной составляющей R4 и параболического погранслоя R3 (об-

ласть согласования B3), параболического погранслоя R3 и симметричного ко-

ротковолнового высокочастотного приближения R2 (область согласования B2),

а также симметричного коротковолнового высокочастотного приближения R2

и гиперболического погранслоя (область согласования B1). В рассматриваемом

параграфе докажем существование и определим расположение области согла-

сования B3.

Проанализируем сначала поведение решения для нормального усилия 𝑇1

по безмоментной теории (3.2.13) и теории параболического погранслоя (3.4.16).

Областью применимости безмоментной составляющей является вся область R3,

включающая пространство за фронтом волны растяжения-сжатия 𝜉0 < 𝜏0:

𝜏0 − 𝜉0 = 𝑂(1). (3.5.1)

Рассмотрим поведение решения для параболического погранслоя (3.4.16)

при удалении от квазифронта в области 𝜏0 − 𝜉0 > 0. Поведение интеграла в

этой формуле при 𝑦 → ∞ определяется выражением [191]:

𝑦 → ∞ :

∫︁ 𝑦

0

𝐴𝑖(−𝑦′)𝑑𝑦′ →
2

3
, (3.5.2)

при этом решение для 𝑇1 в случае параболического погранслоя асимптотически

стремится к 𝐼
√︀
𝐵(0)/𝐵(𝜉0) при 𝜏0 − 𝜉0 ≫ 𝜀

2
3 .

Решение для 𝑇1 по безмоментной составляющей можно оценить в малой

окрестности квазифронта как:

𝑇1 = 𝐼

√︃
𝐵(𝑂)

𝐵(𝜏0)
[1 +𝑂(𝜏0 − 𝜉0)]. (3.5.3)

Таким образом, по оценкам решений для 𝑇1 по безмоментной теории и
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теории параболического погранслоя областью согласования этих решений будет

следующий интервал:

𝜀
2
3 ≪ 𝜏0 − 𝜉0 ≪ 1. (3.5.4)

Интервал (3.5.4) совпадает с областью согласования рассматриваемых со-

ставляющих для цилиндрической оболочки, полученной в [191].

Перейдём в изучении области согласования решений по двумерной танген-

циальной составляющей и параболического погранслоя от рассмотрения реше-

ний для конкретной задачи к исследованию проблем для общего случая тор-

цевых воздействий типа LT. Начнём с безмоментной составляющей. Описание

поведения любого решения при приближении к фронту волны основывается на

свойстве увеличения значения показателя изменяемости по продольной коор-

динате и показателя динамичности, начиная от своих минимальных значений

в окрестности фронта. Поэтому, вводя новую переменную 𝑥, характеризующую

отклонение от фронта 𝜉0 = 𝜏0, учтём увеличение изменяемости для безмомент-

ного решения по переменным 𝜉0, 𝜏0, когда эти переменные входят в 𝑥:

𝑥 = 𝜀−𝑟(𝜏0 − 𝜉0), 𝑟 > 0, (3.5.5)

где 𝑟 является показателем изменяемости НДС по 𝑥.

Поскольку разрыв на фронте волны растяжения-сжатия имеет место для

усилия 𝑇1, и, следовательно, для производной от перемещения 𝑢, первое урав-

нение системы (3.2.7) является основным при определении рассматриваемого

НДС в нашей окрестности. Тогда асимптотически главная часть этого уравне-

ния должна содержать производные от 𝑢 по 𝑥 и 𝜏0. Второе уравнение системы

определяет соотношение между перемещениями 𝑢, 𝑤: перемещение 𝑤 имеет

порядок 𝑂(𝜀𝑟) по сравнению с перемещением 𝑢. Обозначим:

𝑢 = 𝑢*(𝑥, 𝜏0), 𝑤 = 𝜀𝑟𝑤*(𝑥, 𝜏0). (3.5.6)
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Для введённых функций 𝑢*, 𝑤* в переменных 𝑥, 𝜏0 уравнения (3.2.7) по-

лучают форму:

𝐵′

𝐵

𝜕𝑢*

𝜕𝑥
+ 2

𝜕2𝑢*

𝜕𝑥𝜕𝜏0
+ 𝜀𝑟(−𝑅3𝑢

* +
𝜕2𝑢*

𝜕𝜏 20
+𝑅4

𝜕𝑤*

𝜕𝑥
) + 𝜀2𝑟𝑅5𝑤

* = 0,

−𝑅4
𝜕𝑢*

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑤*

𝜕𝑥2
+ 𝜀𝑟(𝑅6

𝐵′

𝐵
𝑢* + 2

𝜕2𝑤*

𝜕𝑥𝜕𝜏0
) + 𝜀2𝑟(𝑅7𝑤

* +
𝜕2𝑤*

𝜕𝜏 20
) = 0.

(3.5.7)

С асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀𝑟) при 𝜏0 − 𝜉0 ≪ 1 уравнения (3.5.7)

принимают вид:

2
𝜕2𝑢*

𝜕𝑥𝜕𝜏0
+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑢*

𝜕𝑥
= 0,

−𝑅4
𝜕𝑢*

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑤*

𝜕𝑥2
= 0.

(3.5.8)

Рассмотрим теперь поведение уравнений параболического погранслоя с

удалением от квазифронта. В этом случае, наоборот, происходит уменьшение

изменяемости решения. Аналогично предыдущему рассуждению, введём пере-

менную 𝑥, определяющую расстояние от фронта растяжения-сжатия, согласно

(3.5.5). Тогда разрешающее уравнение (3.4.1) примет следующий вид:

𝜕𝑢

𝜕𝜉0
+
𝜕𝑢

𝜕𝜏0
+
𝐵′

2𝐵
𝑢− 𝜀2−3𝑟 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝜕3𝑢

𝜕𝜏 30
= 0. (3.5.9)

Отметим, что при 𝑟 < 2/3 членом с третьей производной от перемещения

по времени можно пренебречь с асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀2−3𝑟), то

есть при 𝜏0−𝜉0 ≫ 𝜀
2
3 . Таким образом, в области (3.5.4) уравнения (3.5.8) и (3.5.9)

совпадают в асимптотически главном, что и подтверждает вывод относитель-

но решений для безмоментной составляющей и параболического погранслоя по

оценке области их согласования асимптотическим неравенством (3.5.4).
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3.6 Область согласования параболического погранслоя

и симметричного коротковолнового

высокочастотного приближения

В рассматриваемом параграфе изучим особенности существования и рас-

положения области согласования B2 – области согласования параболического

погранслоя и симметричного коротковолнового высокочастотного приближе-

ния. Для этого исследуем сначала поведение уравнений рассматриваемого вы-

сокочастотного приближения в малой окрестности квазифронта. С этой целью

выпишем сначала разрешающие уравнения данного приближения в перемеще-

ниях, непосредственно следующие из уравнений движения (1.5.3):

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼2

+ æ2𝜕
2𝑣1
𝜕𝑧2

− 1

𝑐21

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
1

2(1− 𝜈)

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧

= 0,

1

2(1− 𝜈)

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧

+ æ2𝜕
2𝑣3
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2

− 1

𝑐21

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+

+
1

2(1− 𝜈)

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+ æ
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0.

(3.6.1)

𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈
(𝑘2

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣1),

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈
(𝑘1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘2
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣1),

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
(
𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

),

(3.6.2)

где постоянные 𝑘1, 𝑘2 заданы в параграфе 1.1.

Введём показатель изменяемости по продольной координате и показатель

динамичности 𝑟 < 1 для искомого НДС в малой окрестности квазифронта,
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определяющий соответствующие безразмерные координаты 𝑥, 𝜏0 по формулам:

𝑥 = 𝜀−𝑟(𝜏0 − 𝜉0), 𝜏0 =
𝑐3
𝑅
𝑡,

𝜉0 =
1

𝑅
𝛼, 𝜁 =

1

𝑅𝜀
𝑧.

(3.6.3)

Метод, изложенный в [111] для вывода уравнений параболического по-

гранслоя из трёхмерных уравнений теории упругости, может быть использован

для изучения расположения рассматриваемой области согласования. Зададим

асимптотические величины компонент перемещений и напряжений в виде:

𝑣1 = 𝑅𝜀𝑣*1, 𝑣3 = 𝑅𝜀𝑣*3, 𝜎11 = 𝐸𝜎*11, 𝜎33 = 𝐸𝜎*33, 𝜎13 = 𝐸𝜎*13, (3.6.4)

где величины со звездочками обладают одним и тем же асимптотическим поряд-

ком (звёздочки в дальнейшем будем опускать). Перейдём в уравнениях (3.6.1),

(3.6.2) к переменным (3.6.3) с учётом (3.6.4):

𝜀2−2𝑟
(︁
1− 𝑘3

)︁𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

+ æ2𝜕
2𝑣1
𝜕𝜁2

− 𝜀2−𝑟2𝑘3
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜏0

− 𝜀2𝑘3
𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 20

−

−𝜀2−𝑟𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

− 𝜀1−𝑟 1

2(1− 𝜈)

𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜁

= 0,

−𝜀1−𝑟 1

2(1− 𝜈)

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜁

+ 𝜀2−2𝑟(æ2 − 𝑘3)
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝜁2

− 𝜀2−2𝑟2𝑘3
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜏0

−

−𝜀2𝑘3
𝜕2𝑣3
𝜕𝜏 20

+ 𝜀
1

2(1− 𝜈)

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

− 𝜀2−𝑟æ2𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝑥

= 0,

(3.6.5)
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𝜎11 =
1

1 + 𝜈

(︁
𝜀−𝑟𝑘2

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+ 𝜀−1𝑘1
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
,

𝜎33 =
1

1 + 𝜈

(︁
𝜀−𝑟𝑘1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝜀−1𝑘2
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
,

𝜎13 =
1

2(1 + 𝜈)

(︁
𝜀−1𝜕𝑣1

𝜕𝜁
+ 𝜀−𝑟𝜕𝑣3

𝜕𝑥

)︁
,

(3.6.6)

где 𝑘3 = (1− 2𝜈)/(1− 𝜈)2.

Разобьём компоненты (3.6.4) на две составляющие, обобщающие симмет-

ричный и антисимметричный по нормальной координате 𝜁 типы НДС:

𝑣1 = 𝑣01 + 𝜀𝑣11, 𝑣3 = 𝜀1−𝑟𝑣03 + 𝜀𝑟𝑣13,

𝜎11 = 𝜎011 + 𝜀𝜎111, 𝜎33 = 𝜎033 + 𝜀𝜎133, 𝜎013 = 𝜀1−𝑟𝜎013 + 𝜀𝑟𝜎113.

(3.6.7)

Здесь 𝑣01, 𝑣
1
3, 𝜎

0
11, 𝜎

0
33, 𝜎

1
13 – чётные по 𝜁 функции, 𝑣11, 𝑣

0
3, 𝜎

1
11, 𝜎

1
33, 𝜎

0
13

– нечётные. Тогда для асимптотически главной симметричной составляющей

НДС имеют место следующие уравнения:

𝜀2−2𝑟(1− 𝑘3)
𝜕2𝑣01
𝜕𝑥2

+ æ2𝜕
2𝑣01
𝜕𝜁2

− 𝜀2−𝑟2𝑘3
𝜕2𝑣01
𝜕𝑥𝜕𝜏0

− 𝜀2𝑘3
𝜕2𝑣01
𝜕𝜏 20

−

−𝜀2−𝑟𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣01
𝜕𝑥

− 𝜀2−2𝑟 1

2(1− 𝜈)

𝜕2𝑣03
𝜕𝑥𝜕𝜁

= 0,

−𝜀1−𝑟 1

2(1− 𝜈)

𝜕2𝑣01
𝜕𝑥𝜕𝜁

+ 𝜀3−3𝑟(æ2 − 𝑘3)
𝜕2𝑣03
𝜕𝑥2

+ 𝜀1−𝑟𝜕
2𝑣03
𝜕𝜁2

− 𝜀3−2𝑟2𝑘3
𝜕2𝑣03
𝜕𝑥𝜕𝜏0

−

−𝜀3−𝑟𝑘3
𝜕2𝑣03
𝜕𝜏 02

+ 𝜀
1

2(1− 𝜈)

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣01
𝜕𝜁

− 𝜀3−2𝑟æ2𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣03
𝜕𝑥

= 0,

(3.6.8)
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𝜎011 =
1

1 + 𝜈

(︁
− 𝜀−𝑟𝑘2

𝜕𝑣01
𝜕𝑥

+ 𝜀−𝑟𝑘1
𝜕𝑣03
𝜕𝜁

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣01

)︁
,

𝜎033 =
1

1− 𝜈

(︁
− 𝜀−𝑟𝑘1

𝜕𝑣01
𝜕𝑥

+ 𝜀−𝑟𝑘2
𝜕𝑣03
𝜕𝜁

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣01

)︁
,

𝜎013 =
1

2(1− 𝜈)

(︁
𝜀−1𝜕𝑣

0
1

𝜕𝜁
− 𝜀−𝑟𝜕𝑣

0
3

𝜕𝑥

)︁
.

(3.6.9)

Проинтегрируем уравнения (3.6.8) – (3.6.9), учитывая, что в окрестности

квазифронта асимптотически главные перемещения и напряжения 𝑣01, 𝜎
0
11 и 𝜎

0
33

должны определяться с большей точностью по сравнению с другими компонен-

тами. Тогда, интегрируя эти уравнения по 𝜁, определяем следующую форму

зависимости компонент НДС от нормальной координаты с асимптотической

точностью 𝑂(𝜀2−2𝑟):

𝑣01 = 𝑣
(0)
1,0 + 𝜀2−2𝑟

(︁
𝑣
(0)
1,1 + 𝜁2𝑣

(2)
1,1

)︁
+ 𝜀4−4𝑟

(︁
𝑣
(0)
1,2 + 𝜁2𝑣

(2)
1,2 + 𝜁4𝑣

(4)
1,2

)︁
,

𝑣03 = 𝜁𝑣
(1)
3,0 + 𝜀2−2𝑟

(︁
𝜁𝑣

(1)
3,1 + 𝜁3𝑣

(3)
3,1

)︁
,

𝜎011 = 𝜀−𝑟 1

1 + 𝜈

[︁
− 𝑘2

𝜕𝑣
(0)
1,0

𝜕𝑥
+ 𝑘1𝑣

(1)
3,0 + 𝜀2−2𝑟

(︁
− 𝑘2

𝜕𝑣
(0)
1,1

𝜕𝑥
+ 𝑘1𝑣

(1)
3,1+

+𝜁2(−𝑘2
𝜕𝑣

(2)
1,1

𝜕𝑥
+ 3𝑘1𝑣

(3)
3,1)
)︁
+ 𝜀𝑟𝑘1

𝐵′

𝐵
𝑣
(0)
1,0

]︁
,

𝜎033 = 𝜀−𝑟 1

1 + 𝜈

[︁
− 𝑘1

𝜕𝑣
(0)
1,0

𝜕𝑥
+ 𝑘2𝑣

(1)
3,0 + 𝜀2−2𝑟

(︁
− 𝑘1

𝜕𝑣
(0)
1,1

𝜕𝑥
+ 𝑘2𝑣

(1)
3,1+

+𝜁2(−𝑘1
𝜕𝑣

(2)
1,1

𝜕𝑥
+ 3𝑘2𝑣

(3)
3,1)
)︁
+ 𝜀𝑟𝑘1

𝐵′

𝐵
𝑣
(0)
1,0

]︁
,

(3.6.10)
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𝜎013 = 𝜀1−2𝑟 1

2(1 + 𝜈)

[︁
2𝜁𝑣

(2)
1,1 − 𝜁

𝜕𝑣
(1)
3,0

𝜕𝑥
+ 𝜀2−2𝑟

(︁
2𝜁𝑣

(2)
1,2 − 𝜁

𝜕𝑣
(1)
3,1

𝜕𝑥
+

+𝜁3(4𝑣
(4)
1,2 −

𝜕𝑣
(3)
3,1

𝜕𝑥
)
)︁]︁
.

В параграфе 1.6, описывающем уравнения параболического погранслоя,

отмечено, что параболический погранслой в малой окрестности квазифронта

имеет показатель изменяемости, определяемой неравенством (1.6.1). Тогда за-

пишем первое уравнение системы (3.6.8) с асимптотической точностью 𝑂(𝜀2−2𝑟),

а второе – с асимтотической точностью 𝑂(1) в формах, соответствующих пре-

дельному значению 𝑟 = 2/3:

(︁
1− 𝑘3

)︁𝜕2𝑣(0)1,0

𝜕𝑥2
+ 2æ2𝑣

(2)
1,1 −

1

2(1− 𝜈)

𝜕𝑣
(1)
3,0

𝜕𝑥
+ 𝜀𝑟

(︁
− 2𝑘3

𝜕2𝑣
(0)
1,0

𝜕𝑥𝜕𝜏0
− 𝐵′

𝐵

𝜕𝑣
(0)
1,0

𝜕𝑥

)︁
+

+𝜀2−2𝑟
[︁(︁

1− 𝑘3

)︁𝜕2𝑣(0)1,1

𝜕𝑥2
+ 2æ2𝑣

(2)
1,2 −

1

2(1− 𝜈)

𝜕𝑣
(1)
3,1

𝜕𝑥
+

+𝜁2
(︁
1− 𝑘3

)︁𝜕2𝑣(2)1,1

𝜕𝑥2
+ 12æ2𝑣

(4)
1,2 −

3

2(1− 𝜈)

𝜕𝑣
(3)
3,1

𝜕𝑥

]︁
= 0,

− 1

1− 𝜈

𝜕𝑣
(2)
1,1

𝜕𝑥
+
(︁
æ2 − 𝑘3

)︁𝜕2𝑣(1)3,0

𝜕𝑥
+ 6𝑣

(3)
3,1 = 0.

(3.6.11)

Запишем также граничные условия при 𝜁 = ±1 в виде:

−𝑘1
(︁𝜕𝑣(0)1,0

𝜕𝑥
+ 𝜀2−2𝑟

(︁𝜕𝑣(0)1,1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

(2)
1,1

𝜕𝑥

)︁)︁
+

+𝑘2

(︁
𝑣
(1)
3,0 + 𝜀2−2𝑟

(︀
𝑣
(1)
3,1 + 3𝑣

(3)
3,1

)︀)︁
+ 𝜀𝑟𝑘1

𝐵′

𝐵
𝑣
(0)
1,0 = 0,

2𝑣
(2)
1,1 + 𝜀2−2𝑟

(︁
2𝑣

(2)
1,2 + 4𝑣

(4)
1,2

)︁
−

−
𝜕𝑣

(1)
3,0

𝜕𝑥
− 𝜀2−2𝑟

(︁𝜕𝑣(1)3,1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

(3)
3,1

𝜕𝑥

)︁
= 0.

(3.6.12)
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С целью вывода разрешающего уравнения для составляющей 𝑣(0)1,0, проин-

тегрируем систему (3.6.11) с учетом граничных условий (3.6.12). Выражая из

асимптотически главной части этих граничных условий представления для 𝑣(1)3,0

и 𝑣(2)1,1 через искомую составляющую 𝑣
(0)
1,0:

𝑣
(1)
3,0 =

𝑘1
𝑘2

𝜕𝑣
(0)
1,0

𝜕𝑥
− 𝜀𝑟

𝑘1
𝑘2

𝐵′

𝐵
𝑣
(0)
1,0,

𝑣
(2)
1,1 =

1

2

𝜕𝑣
(1)
3,0

𝜕𝑥
,

(3.6.13)

запишем разрешающие уравнения (3.6.11) – (3.6.12) в следующей форме:

−2𝑘3
𝜕2𝑣

(0)
1,0

𝜕𝑥𝜕𝜏0
− 𝑘3

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣
(0)
1,0

𝜕𝑥
+ 𝜀2−3𝑟

[︁(︀
1− 𝑘3

)︀𝜕2𝑣(0)1,1

𝜕𝑥2
++2æ2𝑣

(2)
1,2−

− 1

2(1− 𝜈)

𝜕𝑣
(1)
3,1

𝜕𝑥
+ 𝜁2

(︁(︀
1− 𝑘3)

𝜕2𝑣
(2)
1,1

𝜕𝑥2
+ 12æ2𝑣

(4)
1,2 −

3

2(1− 𝜈)

𝜕𝑣
(3)
3,1

𝜕𝑥

)︁]︁
= 0,

(3.6.14)

− 1

1− 𝜈

𝜕𝑣
(2)
1,1

𝜕𝑥
+ (æ2 − 𝑘3)

𝜕2𝑣
(1)
3,0

𝜕𝑥
+ 6𝑣

(3)
3,1 = 0,

−𝑘1
(︁𝜕𝑣(0)1,1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

(2)
1,1

𝜕𝑥

)︁
+ 𝑘2

(︁
𝑣
(1)
3,1 + 3𝑣

(3)
3,1

)︁
= 0,

2𝑣
(2)
1,2 + 4𝑣

(4)
1,2 −

(︁𝜕𝑣(1)3,1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

(3)
3,1

𝜕𝑥

)︁
= 0.

(3.6.15)

Преобразование системы (3.6.14) – (3.6.15) с учетом приравнивания нулю

составляющих при разных степенях нормальной координаты 𝜁 даёт следующее

разрешающее уравнение для 𝑣(0)1,0:

𝜕2𝑣
(0)
1,0

𝜕𝑥𝜕𝜏0
+
𝐵′

2𝐵

𝜕𝑣
(0)
1,0

𝜕𝑥
− 𝜀2−3𝑟 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝜕4𝑣

(0)
1,0

𝜕𝑥4
= 0. (3.6.16)
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Для волн, распространяющихся в направлении возрастания продольной

координаты 𝛼, разрешающее уравнение может быть записано в форме:

𝜕𝑣
(0)
1,0

𝜕𝜏0
+
𝐵′

2𝐵
𝑣
(0)
1,0 − 𝜀2−3𝑟 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝜕3𝑣

(0)
1,0

𝜕𝑥3
= 0, (3.6.17)

которое в безразмерных переменных 𝜉0, 𝜏0 относительно двумерного перемеще-

ния 𝑢 = 𝑣
(0)
1,0 запишется в виде:

𝜕𝑢

𝜕𝜉0
+
𝜕𝑢

𝜕𝜏0
+
𝐵′

2𝐵
𝑢− 𝜀2−3𝑟 𝜈2

6(1− 𝜈)2
𝜕3𝑢

𝜕𝜏 30
= 0, (3.6.18)

совпадающем по форме с приближённым уравнением (3.5.9). Таким образом, в

области

𝜉0 − 𝜏0 = 𝑂(𝜀2/3) (3.6.19)

оно совпадает с уравнением параболического погранслоя и эта область явля-

ется, по сути, областью согласования параболического погранслоя и высокоча-

стотной коротковолновой составляющей.

3.7 Область согласования симметричного

гиперболического погранслоя и симметричного

коротковолнового высокочастотного приближения

Перейдём теперь к изучению особенностей существования и расположе-

ния области согласования B1 – области согласования симметричного гипер-

болического погранслоя и симметричного коротковолнового высокочастотного

приближения. С этой целью исследуем поведение компонент этого приближе-

ния в малой окрестности фронта волны расширения. В работе [75] эта область

рассматривалась на примере оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны.
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Обобщим эти рассуждения на рассматриваемый случай оболочек вращения об-

щего очертания. Как показано в [74], показатели изменяемости и динамичности

решения увеличиваются при приближении к фронту волны расширения от зна-

чений 𝑞 = 𝑎 = 1, которые имеют место на расстоянии от фронта порядка 𝑂(𝜀),

до значений 𝑞 = 𝑎 = 2, которые имеют место на расстоянии порядка 𝑂(𝜀2), где

решение описывается гиперболическим погранслоем.

Разрешающие уравнения коротковолновой высокочастотной составляющей

(1.5.3) – (1.5.4) описывают нестационарное НДС в области R2 и определяют

некоторое НДС в той же самой прифронтовой области, что и для гиперболиче-

ского погранслоя. Происходит это из-за того, что асимптотически главная часть

разрешающих уравнений для коротковолновой высокочастотной составляющей

полностью повторяет асимптотически главную часть разрешающих уравнений

по полной трёхмерной теории упругости. Рассмотрим такое нестационарное

НДС. Для этого выпишем сначала разрешающие уравнения для рассматри-

ваемой составляющей в перемещениях согласно (1.5.3) – (1.5.4):

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧

+ æ−2𝐵
′

𝐵

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+
1

1− 2𝜈

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑧

= 0,

(3.7.1)

𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘2
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

)︁
,

𝜎22 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘2
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

)︁
.

(3.7.2)
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Здесь в уравнениях состояния (3.7.2) оказалось возможным пренебречь вели-

чинами первого порядка малости 𝑂(𝜀). Как и в случае гиперболического по-

гранслоя, введём переменные, характеризующие изменяемость НДС в малой

окрестности фронта волны расширения, но сделаем это в исходных перемен-

ных 𝛼, 𝑧, 𝑡:

𝑥 =
1

𝜀2
(𝜏0 − 𝜉0), 𝜏0 = 𝑐1𝑡/𝑅, 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜁 = 𝑧/ℎ. (3.7.3)

Асимптотические величины компонент напряжений и деформаций задают-

ся также, как и в (2.2.8). Перейдём в уравнениях (3.7.1), (3.7.2) к переменным

(3.7.3) и будем учитывать асимптотические величины напряжений и деформа-

ций. Тогда приходим к следующим уравнениям:

æ2𝜕
2𝑣1
𝜕𝜁2

+ 2
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜁

+ 2
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜉0

− 1

2(1− 𝜈)

𝜕2𝑣3
𝜕𝑥𝜕𝜁

− 𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

= 0,

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜁

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥2

= 0,

(3.7.4)

𝜎11 = − 1

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

,

𝜎33 = − 𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

,

𝜎13 =
1

1 + 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

.

(3.7.5)

Проинтегрируем второе уравнение (3.7.4) по 𝑥, получаем выражение для

производной от 𝑣3 через производную от 𝑣1:

𝜕𝑣3
𝜕𝑥

= −𝜕𝑣1
𝜕𝜁

. (3.7.6)

Тогда окончательный вид разрешаюших уравнений для искомой составляющей
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имеет форму:

𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

+ 2
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜉0

− 𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

= 0,

𝜎11 = − 1

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

,

𝜎33 = − 𝜈

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

,

𝜎13 =
1

1 + 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

.

(3.7.7)

В безразмерных координатах 𝜉, 𝜏, 𝜁 система (3.7.7) запишется в форме:

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

− 𝜕𝑣1
𝜕𝜏 2

+ 𝜀
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

= 0,

𝜎11 =
1

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

,

𝜎33 = − 𝜈

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

,

𝜎13 =
1

1 + 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

,

(3.7.8)

а в исходной размерной форме примет вид, совпадающий с разрешающими

уравнениями гиперболического погранслоя (2.2.9) в координатах 𝛼, 𝑧, 𝜏 :
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𝜕2𝑣1
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

− 1

𝑐21

𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

= 0,

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

,

𝜎33 =
𝐸𝜈

(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

,

𝜎13 =
𝐸√
1 + 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝑧

.

(3.7.9)

Следовательно, поскольку областью применимости выведенных уравнений

гиперболического погранслоя является область в окрестности фронта (2.1.5)

𝜏0 − 𝜉0 = 𝑂(𝜀2), |𝜁𝐹 | ≤
√︀
1 + 𝐹 2(𝜉0), (3.7.10)

что имеет место в координатах (𝜉0, 𝜁, 𝜏0) в окрестности фронта порядка 𝑂(𝜀):

𝜏0−𝜉0 = 𝑂(𝜀), то и границу этой области можно считать областью согласования

гиперболического погранслоя и высокочастотной коротковолновой составляю-

щей.

Отметим, что в [74] анализ расположения области согласования рассмат-

риваемых составляющих был проведён на примере общего неосесимметричного

случая нестационарного НДС для оболочек вращения нулевой гауссовой кри-

визны. Исследование показывает, что все проведённые рассуждения имеют ме-

сто и для случая оболочек вращения общего вида.
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3.8 Численный анализ нестационарного НДС

сферических оболочек при торцевом ударном

нагружении типа LT

Разработанные в настоящей главе аналитические методы решения краевых

задач для основных составляющих нестационарного НДС оболочек вращения

при LT ударном нагружении применяются для анализа их свойств в зависимо-

сти от пространственных переменных и времени на примере сферической обо-

лочки. Нестационарное НДС сферической оболочки является характерным ти-

пом изучаемых механических процессов и будет рассматриваться в следующих

главах для анализа свойств решения и при других типах ударных воздействий.

Рисунок 3.3 — Геометрия сечения сферической оболочки

На рисунке 3.3 изображена схема сечения срединной поверхности сфериче-

ской оболочки плоскостью, проходящей через центр сферы. Здесь введены сле-

дующие обозначения: точка 𝑂1 – центр сферы; точка 𝑇 – пересечение торцевой

поверхности со срединной линией оболочки; точка 𝐴 соответствует текущей ко-
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ординате 𝛼0 на образующей оболочки; углы 𝜃𝑇 и 𝜃𝑅 соответствуют радиусам

до точек 𝑇 и 𝐴; точка 𝑂3 является точкой пересечения нормали из точки 𝐴,

опущенной к осевой линии 𝑂2𝑂1; угол 𝜃𝛼 является углом между отрезками

𝑂3𝐴 и 𝑂1𝐴.

Поскольку в качестве координаты 𝛼 выбрано расстояние вдоль образую-

щей до текущей точки от торца, а образующей является окружность, то мы

получаем следующие выражения для угла 𝜃𝛼 и расстояния 𝐵(𝛼):

𝜃𝛼 =
𝛼

𝑅
, 𝜃𝑅 = 𝜃𝑇 +

𝛼

𝑅
, 𝐵 = 𝑅 sin

(︁
𝜃𝑇 +

𝛼

𝑅

)︁
. (3.8.1)

Выражение (3.8.1) даёт возможность полностью определить решения для рас-

сматриваемых основных составляющих нестационарного НДС при воздействии

типа LT: безмоментной составляющей, параболического и гиперболических по-

гранслоёв.

Начнём анализ с задачи для безмоментной составляющей. Решение для

рассматриваемой составляющей получено в параграфе 3.2 простейшим мето-

дом прифронтовой асимптотики в форме степенных рядов (3.2.14), что является

частным случаем рассмотренной в [106] более общей задачи для неосесиммет-

ричной торцевой нагрузки. В работе [106] доказано, что такие ряды являются

сходящимися для всех значений координаты 𝜉0 и времени 𝜏0, и позволяют эф-

фективно представлять решение для моментов времени 𝜏0 = 𝑂(1). В целях

наглядности, ограничимся в анализе решения для нашего модельного приме-

ра в представлении продольного усилия только первым членом разложения. С

учётом (3.8.1) получаем следующее выражение:

𝑇1 = 𝐼

√︃
sin(𝜃𝑇 )

sin(𝜃𝑇 + 𝜉0)
𝐻 (𝜏0 − 𝜉0) , 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜏0 = 𝑐3𝑡/𝑅. (3.8.2)

На рисунке 3.4 изображена схема нагружения на торец оболочки

На рисунке 3.5 изображен график продольного усилия, рассчитанного по



130

Рисунок 3.4 — Схема нагружения на торец оболочки

формуле (3.8.2). Здесь кривые 1, 2 соответствуют моментам безразмерного вре-

мени 𝜏0 = 1 и 𝜏0 = 2. Геометрический и механический параметры принимались

следующими: 𝜃𝑇 = 0, 2, 𝜈 = 0, 3.

Как было описано ранее, безмоментное решение даёт ложный разрыв на

фронте двумерной волны растяжения-сжатия 𝜉0 = 𝜏0, который в общем реше-

нии должен быть сглажен с помощью решения для параболического погранс-

лоя.

Решение задачи для параболического погранслоя представлено формула-

ми (3.4.16). Для рассматриваемого модельного случая сферической оболочки,

представленной на рисунке 3.3, продольное усилие имеет следующую форму:

𝑇1 = 𝐼

√︃
sin(𝜃𝑇 )

sin(𝜃𝑇 + 𝜉0)

[︂
1

3
+

∫︁ 𝑦

0

𝐴𝑖(−𝑦′)𝑑𝑦′
]︂
,

𝑦 =

[︂
2(1− 𝜈2)

𝜈2𝜀2𝜉0

]︂1/3
(𝜏0 − 𝜉0), 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜏0 = 𝑐3𝑡/𝑅,

(3.8.3)
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Рисунок 3.5 — Графики продольного усилия 𝑇1 в моменты времени 𝜏0 = 1
(график 1) и 𝜏0 = 2 (график 2)

где 𝐴𝑖(𝑦) – функция Эйри.

На рисунках 3.6 представлены графики суммарного значения продольного

усилия в моменты времени 𝜏0 = 1 и 𝜏0 = 2 в окрестности фронта двумерной

волны. Здесь видно, как решение для параболического погранслоя (сплошная

жирная линия) сглаживает разрыв двумерного безмоментного решения (тонкая

пунктирная линия) и как осциллирует, затухая, вокруг двумерной составляю-

щей. Расчёт вёлся при тех же значениях 𝜃𝑇 и 𝜈, как в предыдущем расчёте, а

так же при следующем значении малого параметра тонкостенности: 𝜀 = 0.05.

Представленные на рисунке 3.7 схемы расположения областей действия

гиперболического погранслоя в окрестности фронта волны расширения иллю-

стрируют изменение с ростом времени угла наклона фронтовой поверхности к

срединной поверхности и характеризуют расположение узкой области (поряд-

ка 𝑂(𝜀2)) действия гиперболического погранслоя в широкой области (порядка

𝑂(𝜀)), где, как показано в параграфе 3.7, также действуют уравнения высоко-

частотной коротковолновой составляющей.
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Рисунок 3.6 — График продольного усилия 𝑇1 в момент времени 𝜏0 = 1 и
𝜏0 = 2 в окрестности квазифронта
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Рисунок 3.7 — Схемы расположения областей действия гиперболического
погранслоя в окрестности фронта волны расширения для моментов времени

𝜏0 = 1 (a) и 𝜏0 = 2 (b)

На рисунке 3.8 изображены графики расчёта продольного усилия в узкой

окрестности фронта для моментов времени 𝜏0 = 1 и 𝜏0 = 2, а также выбранных

ранее значениях геометрических и механических параметров.

В завершении параграфа рассмотрим решение задачи для гиперболическо-

го погранслоя, представленное формулами (3.3.25). Как и ранее, выберем для

численного анализа поведение продольного усилия 𝑇1, задаваемого для сфери-

ческой оболочки следующей формулой:

𝑇1 =
4𝐼

𝜋2

√︃
sin(𝜃𝑇 )

sin(𝜃𝑇 + 𝜉0)

∞∑︁
𝑛=1

𝐽0

[︁
21/2(𝑛− 1/2)𝜋

√︀
𝜉0(𝜏0 − 𝜉0)/𝜀

]︁
(𝑛− 1/2)2

𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜏0 = 𝑐1𝑡/𝑅.

(3.8.4)

Расчёты для искомого погранслоя проведены в прифронтовой области. Асимп-

тотическая модель фронта волны расширения, описанная во второй главе, опре-
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деляет его уравнение в масштабе радиуса оболочки следующим образом:

𝜉𝐹0 = 𝜉0 (1− 𝜀𝜁) . (3.8.5)

Рисунок 3.8 — Графики изгибающего момента 𝑇1/𝐼 в окрестности фронта
волны расширения в моменты времени 𝜏0 = 1 (a) and 𝜏0 = 2 (b)
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В заключение рассмотрения расчётов составляющих нестационарного НДС

при действии ударного LT нагружения на базе разработанной асимптотической

теории отметим, что они полностью подтвердили его специфические свойства,

выявленные аналитически и определившие основы этой теории.
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Глава 4

Асимптотическая теория нестационарного НДС

упругих оболочек вращения при торцевых

ударных воздействиях изгибающего типа

Предполагаем, что нестационарное НДС оболочки вращения произволь-

ного профиля, в соответствии со схемой, изображенной на рисунке 1.3, при

продольном воздействии изгибающего типа LM, можно представить с помо-

щью таких составляющих, как квазистатический погранслой типа Сен-Венана,

моментная составляющая по теории Кирхгофа-Лява (динамический простой

краевой эффект), коротковолновая высокочастотная антисимметричная состав-

ляющая и антисимметричный по нормальной координате гиперболический по-

гранслой в окрестности фронта волны расширения. Уравнения для моментной

составляющей и коротковолновой высокочастотной составляющей описаны в

Главе 1. Уравнения гиперболического погранслоя описаны в Главе 2. Доказа-

тельство полноты построения схемы расчленения рассматриваемого НДС с по-

мощью указанных теорий будет выполнено в настоящей главе доказательством

существования и определения границ следующих областей согласования:

B2 – область согласования моментной составляющей и коротковолнового высо-

кочастотного приближения,

B1 – область согласования коротковолнового высокочастотного приближения и

гиперболического погранслоя.

Таким образом, как и в модельном случае оболочек вращения нулевой гаус-

совой кривизны, иссследование указанных областей согласования доказывает

корректность применяемой асимптотической схемы расчленения нестационар-

ного НДС в оболочках вращения произвольного профиля на составляющие с

различными показателями изменяемости и динамичности, применяемые в раз-
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личных участках фазовой плоскости. Отметим, что область B1 рассматрива-

лась на примере оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны в [74], а об-

ласть B2 описана для цилиндрической оболочки в [191].

Разработка асимптотического метода решения краевых задач для момент-

ной составляющей основывается на использовании метода экспоненциальных

представлений в пространстве преобразования Лапласа по временной перемен-

ной. В общем случае неосесимметричного по окружной координате НДС для

оболочек вращения решение было представлено в [106] на основе разложения

его по специальным функциям и использовании метода перевала в пространстве

преобразования. В представленной главе это решение приведено для рассмат-

риваемого осесимметричного случая НДС.

Решение для гиперболического погранслоя в рассматриваемом случае ос-

новывается на подходах, разработанных для цилиндрических оболочек и обо-

лочек вращения нулевой гауссовой кривизны в работе [74]. В настоящей ра-

боте [76], [77] используются символический метод Лурье [145], [156] и метод

экспоненциальных представлений в пространстве изображений интегрального

преобразования Лапласа по временной переменной. При этом обращение преоб-

разований производится методом разложения по функциям Бесселя, основан-

ном на разложении изображений в ряды по отрицательным степеням параметра

преобразования.

4.1 Схема расчленения нестационарного НДС

оболочек вращения произвольного профиля

при ударных воздействиях изгибающего типа

Схема расчленения нестационарного НДС на составляющие с различными

показателями изменяемости и динамичности, как и для случая LT (параграф

3.1), была разработана сначала для оболочек вращения нулевой гауссовой кри-
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визны. В настоящем параграфе эти положения обобщаются на общий случай

оболочек вращения. Подобно исследованию для случая граничного условия ти-

па LT, изложенному в параграфе 3.1, необходимо доказать полноту предлагае-

мого для случая граничных условий типа LM набора составляющих: погранслоя

типа Сен-Венана (область R4), двумерной моментной (изгибной) составляющей

по теории Кирхгофа-Лява (область R3), коротковолновой высокочастотной ан-

тисимметричной составляющей (область R2) и гиперболического антисиммет-

ричного погранслоя в окрестности фронта волны расширения (область R1).

Полная схема расчленения нестационарного НДС в оболочках вращения

при рассматриваемом воздействии типа LM представлена на рисунке 4.1 как

областями применимости приближённых теорий, так и областями согласования

B1, B2.

Рисунок 4.1 — Схема расчленения нестационарного НДС в оболочках
вращения при действии торцевой ударной нагрузки типа LM
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На рисунке 4.2 изображена схема областей применимости приближённых

теорий на фазовой плоскости (𝛼, 𝑡). Как и в случае воздействия типа LT, эти

схемы полностью совпадают с соответствующими схемами, изображенными для

цилиндрической оболочки в [112].

Рисунок 4.2 — Схема областей применимости асимптотических приближённых
теорий в фазовой плоскости

4.2 Решение для изгибной составляющей теории

Кирхгофа-Лява

В соответствии с граничными условиями на торце в трёхмерной постанов-

ке (1.2.2), граничные условия для рассматриваемой изгибной составляющей по

теории Кирхгофа-Лява для случая осесимметричного НДС записываются в ви-

де:

𝐺1 =
2

3
ℎ3𝐼𝐻(𝑡), 𝑤 = 0, 𝛼 = 0, (4.2.1)
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а начальные условия (1.2.4) преобразуются следующим образом:

𝑤 =
𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 0, 𝑡 = 0. (4.2.2)

Перейдём в разрешающих уравнениях (1.4.9) и (1.4.10), описывающих мо-

ментное напряженное состояние в оболочках вращения, к безразмерным усили-

ям, моментам и деформациям по следующим формулам:

𝑢 = ℎ𝜀−1/2𝑢*, 𝑤 = ℎ𝜀−1𝑤*, 𝑇𝑖 =
2𝐸ℎ

1− 𝜈2
𝜀𝑇 *

𝑖 ,

𝐺𝑖 =
2𝐸ℎ2

1− 𝜈2
𝐺*

𝑖 , 𝑁𝑖 =
2𝐸ℎ

1− 𝜈2
𝜀1/2𝑁 *

𝑖 ,

(4.2.3)

где величины со звёздочками имеют один и тот же асимптотический порядок.

Звёздочки в дальнейшем будем опускать. Введём также безразмерные перемен-

ные:

𝜉 = 𝜀−1/2𝜉0, 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜏0 = 𝑐3
𝑡

𝑅
, 𝑐3 =

[︂
𝐸

𝜌(1− 𝜈2)

]︂1/2
, (4.2.4)

привязавшись к показателю изменяемости по продольной координате 𝑞 = 1/2

[66] и к скорости распространения продольной волны 𝑐3 по двумерной теории.

Тогда уравнения для рассматриваемой составляющей в безразмерной форме с

асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀) примут вид, непосредственно следующий

из (1.4.9), (1.4.10):

𝜕𝑇1
𝜕𝜉

+ 𝜀1/2
𝐵′

𝐵

(︁
𝑇1 − 𝑇2

)︁
= 0,

𝑇1
𝑅1

+
𝑇2
𝑅2

+
𝜕𝑁1

𝜕𝜉
+
𝐵′

𝐵
𝑁1 +

𝜕2𝑤

𝜕𝜏 20
= 0,

𝜕𝐺1

𝜕𝜉
+ 𝜀1/2

𝐵′

𝐵

(︁
𝐺1 −𝐺2

)︁
−𝑁1 = 0,

(4.2.5)
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𝑇1 =
𝜕𝑢

𝜕𝜉
−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑤 + 𝜀1/2

𝜈𝐵′

𝐵
𝑢,

𝑇2 = 𝜈
𝜕𝑢

𝜕𝜉
−
(︁ 𝜈
𝑅1

+
1

𝑅2

)︁
𝑤 + 𝜀1/2

𝐵′

𝐵
𝑢,

𝐺1 = −1

3

(︁𝜕2𝑤
𝜕𝜉2

+ 𝜀1/2
𝜈𝐵′

𝐵

𝜕𝑤

𝜕𝜉

)︁
,

𝐺2 = −1

3

(︁
𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
+ 𝜀1/2

𝐵′

𝐵

𝜕𝑤

𝜕𝜉

)︁
.

(4.2.6)

Выпишем также разрешающие уравнения движения в перемещениях:

𝜕2𝑢

𝜕𝜉2
−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝜕𝑤
𝜕𝜉

+ 𝜀1/2
𝐵′

𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝜉
= 0,

1

3

𝜕4𝑤

𝜕𝜉4
+
𝜕2𝑤

𝜕𝜏 20
+
(︁ 1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑤−

−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝜕𝑢
𝜕𝜉

+ 𝜀1/2
2𝐵′

3𝐵

𝜕3𝑤

𝜕𝜉3
= 0.

(4.2.7)

Применим к решению системы (4.2.7), (4.2.6) с учётом граничных условий

в безразмерной форме:

𝐺1 = 𝐼𝐻(𝜏0), 𝑤 = 0, 𝜉0 = 0 (4.2.8)

и при начальных условиях в безразмерной форме:

𝑤 =
𝜕𝑤

𝜕𝜏0
= 0, 𝜏0 = 0 (4.2.9)

интегральное преобразование Лапласа по временной переменной 𝜏0. Тогда си-

стема уравнений (4.2.6) – (4.2.9) преобразуется в систему для изображений сле-

дующим образом:
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𝑑2𝑢𝐿

𝑑𝜉2
−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝑑𝑤𝐿

𝑑𝜉
+ 𝜀1/2

𝐵′

𝐵

𝑑𝑢𝐿

𝑑𝜉
= 0,

−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝑑𝑢𝐿
𝑑𝜉

+
(︁
𝑠2 +

1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑤𝐿 + 𝜀1/2

2𝐵′

3𝐵

𝑑3𝑤𝐿

𝑑𝜉3
= 0,

(4.2.10)

𝐺𝐿
1 = −1

3

(︁𝑑2𝑤𝐿

𝑑𝜉2
+ 𝜀1/2

𝜈𝐵′

𝐵

𝑑𝑤𝐿

𝑑𝜉

)︁
,

𝐺𝐿
2 = −1

3

(︁
𝜈
𝑑2𝑤𝐿

𝑑𝜉2
+ 𝜀1/2

𝐵′

𝐵

𝑑𝑤𝐿

𝑑𝜉

)︁
,

(4.2.11)

𝐺𝐿
1 = 𝐼

1

𝑠
,

𝑤𝐿 = 0, 𝜉 = 0.
(4.2.12)

В работе Л.Ю. Коссовича [106] построены асимптотические методы опреде-

ления решения для рассматриваемой моментной составляющей в общем случае

неосесимметричного нестационарного НДС в оболочках вращения произволь-

ного профиля. Они основаны на применении интегрального преобразования

Лапласа по временной переменной и поиске решения для изображений мето-

дом экспоненциальных представлений. Эти методы определены в зависимости

от значений показателя изменяемости по окружной координате. При значении

этого показателя, меньшего или равного 1/2, решение раскладывается в сходя-

щийся ряд по специальным функциям 𝐷𝑚,𝑐 и 𝐷𝑚,𝑠, введенных в этой же моно-

графии [106]. При значении же показателя изменяемости по окружной коорди-

нате, большего 1/2, выделяются начальная, основная и приторцевая области.

В начальной и приторцевой областях решение ищется с помощью разложения

по тем же функциям 𝐷𝑚,𝑐 и 𝐷𝑚,𝑠, а в основной – с помощью метода перевала.

Указанные методы, разработанные в [106], были использованы в [191],[111]
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при определении нестационарного решения для изгибной составляющей в ци-

линдрической оболочке в общем случае неосесимметричного НДС. В настоящей

работе проиллюстрируем применение специальных функций 𝐷𝑚,𝑐 и 𝐷𝑚,𝑠 для

осесимметричного НДС в общем случае оболочек вращения.

Решая систему обыкновенных дифференциальных уравнений (4.2.10) –

(4.2.12) относительно изображений неизвестных искомых функций, будем ис-

кать независимые решения в экспоненциальном виде:

𝑢𝐿 = 𝑈(𝜉0) exp
(︁
𝜀−1/2

∫︁ 𝜉0

0

𝑝(𝜉0)𝑑𝜉0

)︁
,

𝑤𝐿 = 𝑊 (𝜉0) exp
(︁
𝜀−1/2

∫︁ 𝜉0

0

𝑝(𝜉0)𝑑𝜉0

)︁
,

(4.2.13)

где U, W – функции интенсивности, 𝑝(𝜉0) – подинтегральная составляющая

функции изменяемости.

Для определения функции изменяемости выпишем систему (4.2.10) с асимп-

тотической погрешностью 𝑂(𝜀1/2):

𝑑2𝑢𝐿

𝑑𝜉2
−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝑑𝑤𝐿

𝑑𝜉
= 0,

1

3

𝑑4𝑤𝐿

𝑑𝜉4
+
(︁
𝑠2 +

1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑤𝐿 −

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝑑𝑢𝐿
𝑑𝜉

= 0.

(4.2.14)

Тогда для функции 𝑝 получаем следующее алгебраическое уравнение:

1

3
𝑝4 + 𝑠2 +

1− 𝜈2

𝑅2
2

= 0. (4.2.15)

Для удовлетворения граничным условиям на торце 𝜉 = 0 будем выбирать

корни, которые имеют отрицательную действительную часть при 𝑅𝑒𝑠 > 0, что

определяет затухание решения при удалении от рассматриваемого торца вглубь

оболочки 𝜉 > 0. Тогда получаем следующее выражение:
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𝑝1,2 = (−1± 𝑖)𝑘(𝑠2 +
1− 𝜈2

𝑅2
2

)1/4, 𝑘 = 31/4/21/2. (4.2.16)

Для обращения изображений решения будем применять разложение по

отрицательным степеням параметра преобразования Лапласа [106]. Тогда для

функций 𝑝 получим представление:

𝑝1,2 = −𝑘
√
𝑠[1± 𝑖+𝑂(

1

𝑠2
)]. (4.2.17)

Имеем следующую оценку для функции изменяемости решения:

∫︁ 𝜉0

0

𝑝1,2(𝜉0)𝑑𝜉0 = −𝑘𝜉0
√
𝑠[(1± 𝑖) +𝑂(

1

𝑠2
)]. (4.2.18)

В этом случае система (4.2.14) приводится к алгебраической системе в форме:

𝑝2𝑈 −
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑝𝑊 + 𝜀1/2

[︁
2𝑝𝑈 ′ +

𝐵′

𝐵
𝑝𝑈 −

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑊 ′
]︁
= 0,

(︁1
3
𝑝4 + 𝑠2 +

1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑊 −

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑝𝑈+

+𝜀1/2
[︁4
3
𝑝3𝑊 ′ +

2𝐵′

3𝐵
𝑝3𝑊 −

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑈 ′
]︁
= 0.

(4.2.19)

Разложим функции интенсивности в ряд по 𝜀1/2:

𝑈 = 𝑈0 + 𝜀1/2𝑈1 +𝑂(𝜀), 𝑊 = 𝑊0 + 𝜀1/2𝑊1 +𝑂(𝜀). (4.2.20)

Подставляя (4.2.20) в (4.2.19), получаем систему для нулевого приближения
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функций интенсивности:

𝑝2𝑈0 −
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑝𝑊0 = 0,

(︁1
3
𝑝4 + 𝑠2 +

1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑊0 −

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑝𝑈0 = 0.

(4.2.21)

Из системы (4.2.21) следует соотношение связи между нулевыми прибли-

жениями функций интенсивности:

𝑈0 =
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁1
𝑝
𝑊0 (4.2.22)

и уравнение (4.2.15), определяющее функцию изменяемости.

Приравнивая нулю в системе (4.2.19) члены при малом параметре 𝜀1/2,

получаем систему, связывающую нулевое и первое приближения функций ин-

тенсивности:

𝑝2𝑈1 −
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑝𝑊1 = −2𝑝𝑈 ′

0 −
𝐵′

𝐵
𝑝𝑈0 +

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑊0,

(︁1
3
𝑝4 + 𝑠2 +

1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑊1 −

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑝𝑈1 =

= −4

3
𝑝3𝑊 ′

0 −
2𝐵′

3𝐵
𝑝3𝑊0 +

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑈 ′
0,

(4.2.23)

которая для неизвестных функций 𝑈1, 𝑊1 имеет нулевой определитель систе-

мы, дающий простейшее уравнение для определения 𝑊0:

2𝑊 ′
0 +

𝐵′

𝐵
𝑊0 = 0. (4.2.24)

Это уравнение определяет решение для нулевого приближения функции интен-

сивности 𝑊0:
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𝑊0 =
𝐶0√
𝐵
, (4.2.25)

где 𝐶0 – произвольная постоянная. Следовательно, общее решение для нулевого

приближения изображения прогиба принимает вид:

𝑤𝐿 =
1√
𝐵

[︀
𝐶1 cos(𝑘𝜉

√
𝑠) exp(−𝑘𝜉

√
𝑠) + 𝐶2 sin(𝑘𝜉

√
𝑠) exp(−𝑘𝜉

√
𝑠)
]︀
, (4.2.26)

где 𝐶1, 𝐶2 – произвольные постоянные.

Окончательно, общее решение для изображения изгибающего момента име-

ет следующую форму:

𝐺𝐿
1 =

1√
𝐵
𝑠
[︀
𝐶2 cos(𝑘𝜉

√
𝑠) exp(−𝑘𝜉

√
𝑠)− 𝐶1 sin(𝑘𝜉

√
𝑠) exp(−𝑘𝜉

√
𝑠)
]︀
. (4.2.27)

Полученные решения позволяют удовлетворить граничному условию (4.2.12) и

дают выражение для искомого изображения изгибающего момента:

𝐺𝐿
1 =

𝐼√
𝐵

1

𝑠
cos(𝑘𝜉

√
𝑠) exp(−𝑘𝜉

√
𝑠) (4.2.28)

Отображение изображения (4.2.28) выполним с помощью специальных функ-

ций 𝐷𝑚,𝑐 и 𝐷𝑚,𝑠, введённых и описанных в [106, с. 90], они являются отображе-

нием следующих типовых изображений:

1

𝑠(𝑚+1)/2
exp(−𝑘

√
𝑠) cos(𝑘

√
𝑠) ⇒ 𝐷𝑚,𝑐(𝜏0, 𝑘),

1

𝑠(𝑚+1)/2
exp(−𝑘

√
𝑠) sin(𝑘

√
𝑠) ⇒ 𝐷𝑚,𝑠(𝜏0, 𝑘).

(4.2.29)

Выражения для функций с младшими номерами 𝑚 определяются следую-
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щим образом:

𝐷𝑚,𝑐 = (2𝜏0)
𝑚−1
2 𝑑𝑚,𝑐(𝑦), 𝐷𝑚,𝑠 = (2𝜏0)

𝑚−1
2 𝑑𝑚,𝑠(𝑦), 𝑦 =

𝑘√
2𝜏0

,

𝑑1,𝑐 = 1− 𝐶(𝑦2)− 𝑆(𝑦2), 𝑑2,𝑐 =

√︂
2

𝜋
cos(𝑦2)− 𝑦[1− 2𝑆(𝑦2)],

𝑑1,𝑠 = 𝐶(𝑦2)− 𝑆(𝑦2), 𝑑2,𝑠 =

√︂
2

𝜋
sin(𝑦2) + 𝑦[1− 2𝐶(𝑦2)],

(4.2.30)

где 𝐶(𝑦2) и 𝑆(𝑦2) – интегралы Френеля. А выражения для функций со старши-

ми номерами определяются рекуррентными отношениями:

𝑑𝑚,𝑐 =
1

𝑚− 1

[︀
− 𝑦(𝑑𝑚−1,𝑐 + 𝑑𝑚−1,𝑠) + 𝑑𝑚−2,𝑐

]︀
,

𝑑𝑚,𝑠 =
1

𝑚− 1

[︀
𝑦(𝑑𝑚−1,𝑐 − 𝑑𝑚−1,𝑠) + 𝑑𝑚−2,𝑠

]︀
.

(4.2.31)

Окончательно, получаем в нулевом приближении выражение для изгиба-

ющего момента:

𝐺1 = 𝐼

√︂
𝐵(0)

𝐵
𝐷1,𝑐(𝜏0, 𝑘). (4.2.32)

Для наглядности перепишем выражение (4.2.32) в следующем виде:

𝐺1 = 𝐼

√︂
𝐵(0)

𝐵

[︃
1− 𝐶

(︃√
3𝜉20

2𝜀𝜏0

)︃
− 𝑆

(︃√
3𝜉20

2𝜀𝜏0

)︃]︃
. (4.2.33)

Отметим, что решение (4.2.33) полностью обобщает решение для изгибающего

момента, полученное в [106], [191] в случае цилиндрической оболочки. Одна-

ко решение для цилиндрической оболочки было получено методом разложения

изображения в пространстве преобразования Лапласа по отрицательным степе-

ням параметра преобразования, а здесь развит подход по применению метода

экспоненциальных представлений в пространстве преобразования Лапласа.
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4.3 Построение асимптотического решения для

антисимметричного гиперболического погранслоя

в оболочках вращения произвольного профиля

в окрестности фронта волн расширения

Рассмотрим задачу для гиперболического погранслоя при действии на то-

рец оболочки вращения осесимметричной по окружной координате и анти-

симметричной по нормальной координате ударной нагрузке, соответствующей

условиям (1.2.2) при 𝑚 = 0:

𝜎11 = 𝐼𝜁𝐻(𝜏), 𝜉 = 0,

𝜎33 = 0, 𝜁𝐹 = ±
√︀
1 + 𝐹 2.

(4.3.1)

Также, как и в параграфе 3.3, мы используем переменные 𝜉, 𝜁𝐹 , 𝜏 , описанные

в параграфе 2.2, где переменная 𝜁𝐹 введена для определения повёрнутого, по

отношению к нормали, положения прямолинейного волнового фронта, а безраз-

мерная переменная 𝜏 отнесена к скорости волны расширения 𝑐1. В перемеще-

ниях граничные условия (4.3.1) запишутся в виде:

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 2(1 + 𝜈)æ2𝐼𝐻(𝜏), 𝜉 = 0,

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 0, 𝜁𝐹 = ±
√︀
1 + 𝐹 2, æ =

𝑐2
𝑐1
.

(4.3.2)

Разрешающие уравнения имеют при этом также вид (2.2.15).

Базовым в рассматриваемом случае оболочек вращения является решение

для цилиндрической оболочки, полученное в [74]. В этом случае для рассмат-

риваемых уравнений с постоянными коэффициентами можно применить инте-

гральные преобразования Лапласа по времени и Фурье по продольной коорди-
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нате. Разрешающие уравнения при этом сохраняют форму (3.3.3), а граничные

условия запишутся следующим образом:

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 𝐼*𝜁𝐻(𝜏), 𝜉 = 0,

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 0, 𝜁 = ±1,

(4.3.3)

где 𝐼* = 2(1 + 𝜈)æ2𝐼.

Как и в случае решения задачи для гиперболического погранслоя в па-

раграфе 3.3, применяем интегральные преобразования в форме (3.3.5). Тогда

краевая задача для изображения 𝑣𝐿𝐶1 запишется в виде:

𝑑2𝑣𝐿𝐶1
𝑑𝜁2

−
(︀
𝜒2 + 𝑠2

)︀
𝑣𝐿𝐶1 =

√︂
2

𝜋
𝐼*𝜁

1

𝑠
,

𝜁 = ±1 : 𝑣𝐿𝐶1 = 0.

(4.3.4)

Решение системы (4.3.4) даёт следующие выражения для основных компонент

рассматриваемого НДС:

𝑣𝐿𝐶1 =

√︂
2

𝜋
(1 + 𝜈)æ2𝐼

(︂
sh𝛼1𝜁

𝑠𝛼2
1 sh𝛼1

− 1

𝑠𝛼2
1

𝜁

)︂
,

𝜎𝐿𝑆11 = −
√︂

2

𝜋
𝐼𝜒

(︂
sh𝛼1𝜁

𝑠𝛼2
1 sh𝛼1

− 1

𝑠𝛼2
1

𝜁

)︂
,

𝐺𝐿𝑆
1 = −2

√︂
2

𝜋
𝐼𝜒

(︂
ch𝛼1

𝑠𝛼3
1 sh𝛼1

− 1

𝑠𝛼4
1

− 1

3𝑠𝛼2
1

)︂
.

(4.3.5)

При обращении преобразования Фурье для изображений 𝑣𝐿𝐶1 , 𝜎𝐿𝑆11 , 𝐺
𝐿𝑆
1

принимаем во внимание, что они являются мероморфными функциями с полю-

сами – корнями уравнения

sh𝛼1 = 0, (4.3.6)
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которые определяются выражениями:

𝜒𝑛 = 𝑖𝑠

(︂
1 +

𝑛2𝜋2

𝑠2

)︂1/2

. (4.3.7)

Следовательно, интегралы Фурье при обращении (4.3.5) могут быть разложены

в ряд по этим полюсам:

𝑣𝐿1 =
4æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 sin(𝑛𝜋𝜁)

𝑛2𝑠2
(︀
1 + 𝑛2𝜋2

𝑠2

)︀1/2 exp
{︃
−𝑠
[︂
1 +

(𝑛− 1/2)2𝜋2

𝑠2

]︂1/2
𝜉

}︃
,

𝜎𝐿11 = −2𝐼

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 sin(𝑛𝜋𝜁)

𝑛𝑠
exp

{︃
−𝑠
[︂
1 +

(𝑛− 1/2)2𝜋2

𝑠2

]︂1/2
𝜉

}︃
,

𝐺𝐿
1 =

4𝐼

𝜋2

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2𝑠
exp

{︃
−𝑠
[︂
1 +

(𝑛− 1/2)2𝜋2

𝑠2

]︂1/2
𝜉

}︃
.

(4.3.8)

Как уже было указано в параграфе 3.3, такое разложение соответствует

разложению по модам колебаний, являющихся в данном случае асимптотиче-

ским представлением антисимметричных (по нормальной координате) мод ко-

лебаний плоского слоя.

Применяя метод прифронтовой асимптотики в пространстве преобразова-

ния Лапласа, предложенный в [106], [74], разложим изображения (4.3.8) в сте-

пенные ряды по функциям (3.3.11):

𝑣𝐿1 =
4æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 sin(𝑛𝜋𝜁)

𝑛𝑠2
exp

{︃
−𝑠
[︂
1 +

(𝑛− 1/2)2𝜋2

𝑠2

]︂1/2
𝜉

}︃
,

𝜎𝐿11 = −2𝐼

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 sin(𝑛𝜋𝜁)

𝑛𝑠
exp

{︃
−𝑠
[︂
1 +

(𝑛− 1/2)2𝜋2

𝑠2

]︂1/2
𝜉

}︃
,

𝐺𝐿
1 =

4𝐼

𝜋2

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2𝑠
exp

{︃
−𝑠
[︂
1 +

(𝑛− 1/2)2𝜋2

𝑠2

]︂1/2
𝜉

}︃
.

(4.3.9)
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Используя формулу обратного преобразования Лапласа (3.3.12) получим

окончательные выражения для искомых компонент:

𝑣1 =
25/2æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛(𝜏 − 𝜉)1/2 sin(𝑛𝜋𝜁)

𝑛2𝜉
1/2
0

𝐽1

(︁√
2𝑛𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

)︁
𝐻(𝜏 − 𝜉),

𝜎11 = −2𝐼

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 sin(𝑛𝜋𝜁)

𝑛
𝐽0

(︁√
2𝑛𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

)︁
𝐻(𝜏 − 𝜉),

𝐺1 =
4𝐼

𝜋2

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
𝐽0

(︁√
2𝑛𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

)︁
𝐻(𝜏 − 𝜉),

(4.3.10)

𝐽0, 𝐽1 – функции Бесселя.

Поскольку имеет место следующее выражение для суммы ряда

8∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
=
𝜋2

6
, (4.3.11)

то формула (4.3.11) определяет, что изгибающий момент 𝐺1 на торце 𝜉 = 0 ра-

вен 2𝐼𝐻(𝜏)/3, что соответствует скачку 𝐺1 на фронте при ударном воздействии

на торец в начальный момент времени.

Перейдём теперь к рассмотрению гиперболического погранслоя в общем

случае оболочек вращения при тех же граничных условиях (4.3.1). Как и в

параграфе 3.3, строим его в малой окрестности фронта волны расширения с

показателями изменяемости и динамичности 𝑞 = 𝑎 = 2. В переменных 𝜉*, 𝜏*,

введенных по формулам (3.3.14), система разрешающих уравнений погранслоя

будет совпадать с (3.3.15), а областью его действия будет окрестность

𝜏0 − 𝜉0 = 𝑂(𝜀2).

Анализ решения в изображениях для цилиндрической оболочки в форме

(4.3.9) показывает, аналогично случаю гиперболического погранслоя при сим-

метричном по нормальной координате торцевом воздействии (параграф 3.3),

что члены ряда соответствуют модам колебаний пластины с комплексными
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значениями параметра 𝑠 – аналогом частотного параметра. В данном случае

моды колебаний пластины определяются дисперсионным уравнением Рэлея-

Лэмба для антисимметричных по нормальной координате колебаний.

Обобщим полученные решения для гиперболического погранслоя в цилин-

дрической оболочке, представляя изображение для компонент искомого НДС

также разложением по модам с асимптотическим представлением решений для

мод.

Представляем, как и ранее, решение для мод в виде (3.3.17) с аналогичны-

ми свойствами функций 𝜓(𝜉0) и 𝜆(𝜉0). Как и ранее, в конечном итоге получаем

решения для этих фукций в форме (3.3.20), которая позволяет записать выра-

жение для искомых антисимметричных мод в следующем виде:

𝑣𝐿1 =
1√
𝐵

sin
(︁ 𝐶𝜁𝐹√

1 + 𝐹 2

)︁
exp

(︁
− 𝑠𝜉0

𝜀2
− 𝐶2𝜉0

𝑠

)︁
. (4.3.12)

Для удовлетворения решением (4.3.12) однородным граничным условиям на

лицевых поверхностях зададим значения для постоянной 𝐶 в следующем виде:

𝐶 = 𝑛𝜋, 𝑛 = 1, 2, ... . (4.3.13)

Выражение (4.3.12), с учётом (4.3.13), позволяет записать на основе базо-

вых разложений (4.3.9) искомые асимптотические решения для изображений

следующих компонент НДС 𝑣1, 𝜎11, 𝐺1:
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𝑣𝐿1 =
4æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 sin
[︁

𝑛𝜋𝜁𝐹√
1+𝐹 2

]︁
𝑛𝑠2

×

× exp

[︂
−𝜀−2𝜉0𝑠−

1

2
𝑛2𝜋2𝜉0

1

𝑠

]︂
,

𝜎𝐿11 = −2𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 sin
[︁

𝑛𝜋𝜁𝐹√
1+𝐹 2

]︁
𝑛𝑠

×

× exp

[︂
−𝜀−2𝜉0𝑠−

1

2
𝑛2𝜋2𝜉0

1

𝑠

]︂
,

𝐺𝐿
1 =

4𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2𝑠
exp

[︂
−𝜀−2𝜉0𝑠−

1

2
𝑛2𝜋2𝜉0

1

𝑠

]︂
.

(4.3.14)

Применяя далее преобразование (3.3.12), получаем выражения для иско-

мых оригиналов:

𝑣1 =
25/2æ2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

sin

(︂
𝑛𝜋√
1 + 𝐹 2

𝜁𝐹

)︂
×

×𝐽1
(︁√

2𝑛𝜋
√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

)︁
𝐻(𝜏 − 𝜉),

𝜎11 = −2𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛
sin

(︂
𝑛𝜋√
1 + 𝐹 2

𝜁𝐹

)︂
×

×𝐽0
(︁√

2𝑛𝜋
√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

)︁
𝐻(𝜏 − 𝜉),

𝐺1 =
4𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
𝐽0

(︁√
2𝑛𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

)︁
𝐻(𝜏 − 𝜉).

(4.3.15)

Как и в случае решения задачи для симметричного гиперболического погранс-

лоя, асимптотическое решение (4.3.15) удовлетворяет граничным условиям на

торце и лицевых поверхностях и удовлетворяет разрешающим уравнениям. При
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этом сходимость рядов определяется сходимостью соответствующих рядов в ре-

шениях для цилиндрической оболочки.

4.4 Область согласования изгибной составляющей

теории Кирхгофа-Лява и антисимметричного

коротковолнового высокочастотного приближения

В рассматриваемом параграфе проведём анализ расположения области со-

гласования B2 – области согласования рассмотренной ранее изгибной состав-

ляющей теории Кирхгофа-Лява (динамического простого краевого эффекта)

и антисимметричного коротковолнового высокочастотного приближения. Как

ранее отмечалось, в работе [106] рассматривалось согласование динамического

погранслоя, в совокупности описывающего как гиперболический погранслой в

окрестности фронта волны расширения, так и коротковолновое высокочастот-

ное приближение, с динамическим простым краевым эффектом. Устанавлива-

лось при этом расположение области согласования путём сравнения асимптотик

решений, полученных методом интегрального преобразования Лапласа, мето-

дом экспоненциального представления решений в пространстве изображений по

Лапласу, а также методом перевала при обращении изображений. В этом случае

область согласования (аналог области B2) определялась следующим асимпто-

тическим неравенством, имеющим для осесимметричного случая при 𝜏0 = 𝑂(1)

вид [111]:

𝜀1/2 ≪ 𝜉0 ≪ 𝜀1/4. (4.4.1)

Отметим, что при выделении антисимметричного коротковолнового вы-

сокочастотного приближения область его согласования с изгибной двумерной

составляющей (динамическим простым краевым эффектом) рассматривалась
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на примере цилиндрической оболочки в работах [191], [112]. Здесь также рас-

положение области согласования определялось на базе сравнения асимптотик

решения, что приводило к оценке границ искомой области согласования в фор-

ме (4.4.1).

В настоящем параграфе область согласования рассматриваемых составля-

ющих (изгибной двумерной составляющей и антисимметричного коротковолно-

вого высокочастотного приближения) определяется на базе сравнения асимп-

тотик самих разрешающих уравнений. Начнём с анализа поведения уравнений

изгибной составляющей при выходе из области применимости.

Область применимости уравнений изгибной составляющей (4.2.7) опреде-

ляется изменяемостью решения по продольной координате и имеет основной

размер по этой координате порядка 𝑂(𝜀1/2). Следовательно, в приграничной

переходной зоне, рассматриваемой как область согласования с соседней корот-

коволновой высокочастотной составляющей, показатель изменяемости больше

1/2. Соответственно введём новую переменную 𝜉*, отвечающую увеличенному

значению показателя изменяемости и новую временную переменную 𝜏*:

𝜉 = 𝜀𝑟𝜉*, 𝜏0 = 𝜀2𝑟𝜏*, 𝑟 > 0. (4.4.2)

Введём также показатель уменьшенной интенсивности продольного пере-

мещения

𝑢 = 𝜀𝑟𝑢*. (4.4.3)

Таким образом мы определим новые значения показателей изменяемости

и динамичности решения для параболического погранслоя в предполагаемой

области согласования: 𝑞 = 1/2 + 𝑟, 𝑎 = 2𝑟.

Перейдём в уравнениях (4.2.7) к новым переменным 𝜉*, 𝜏* и перемещению

𝑢*:
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𝜕2𝑢*
𝜕𝜉2*

−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝜕𝑤
𝜕𝜉*

+ 𝜀
1
2+𝑟𝐵

′

𝐵

𝜕𝑢*
𝜕𝜉*

= 0,

1

3

𝜕4𝑤

𝜕𝜉4*
+
𝜕2𝑤

𝜕𝜏 2*
+ 𝜀4𝑟

(︁ 1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑤−

−𝜀4𝑟
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝜕𝑢*
𝜕𝜉*

+ 𝜀
1
2+𝑟2𝐵

′

3𝐵

𝜕3𝑤

𝜕𝜉3*
= 0.

(4.4.4)

Отметим, что с асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀4𝑟) во втором уравне-

нии (4.4.4) можно пренебречь членами, содержащими радиусы кривизны. Та-

кое предположение соответствует приближенному решению краевой задачи для

рассматриваемой составляющей, изложенному в параграфе 4.2, когда оно ищет-

ся методом экспоненциальных представлений в пространстве преобразования

Лапласа по временной переменной, и получено, в конечном итоге, в нулевом

приближении, в форме (4.2.32). Отметим также, что при 𝑟 > 1/6 указанными

членами с радиусами кривизны можно пренебречь по сравнению с членом, со-

держащим функцию 𝐵 и её производную. Тогда интегрирование системы (4.4.4)

сводится к интегрированию следующего разрешающего уравнения:

1

3

𝜕4𝑤

𝜕𝜉4*
+
𝜕2𝑤

𝜕𝜏 2*
+ 𝜀

1
2+𝑟2𝐵

′

3𝐵

𝜕3𝑤

𝜕𝜉3*
= 0. (4.4.5)

Значит, уравнение (4.4.5) описывает изгибную составляющую при 𝑟 > 0,

что соответствует области 𝜉0 ≫ 𝜀1/2.

Перейдём теперь к построению асимптотически оптимальных уравнений

для антисимметричного коротковолнового высокочастотного приближения в

предполагаемой области согласования. Разрешающие уравнения для асимпто-

тически главных компонент рассматриваемой составляющей имеют вид (1.5.3)

– (1.5.4). Введём для изучаемой области показатели изменяемости и динамич-

ности:

𝑞 =
1

2
+ 𝑟, 𝑎 = 2𝑟 (0 < 𝑟 < 1/2), (4.4.6)
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что соответствует показателям изменяемости и динамичности в предполагае-

мой области согласования для параболического погранслоя. Перейдём в раз-

решающих уравнениях к безразмерным переменным с учётом изменяемости и

динамичности:

𝛼 = 𝑅𝜀1/2+𝑟𝜉*, 𝑧 = 𝑅𝜀𝜁, 𝑡 =
𝑅

𝑐2
𝜀2𝑟𝜏*. (4.4.7)

Зададим также асимптотические величины компонент напряжений и переме-

щений в виде:

𝑣1 = 𝑅𝜀𝑣*1, 𝑣3 = 𝑅𝜀1/2+𝑟𝑣*3,

𝜎11 = 𝐸𝜀1/2−𝑟𝜎*11, 𝜎31 = 𝐸𝜀1−2𝑟𝜎*31, 𝜎33 = 𝐸𝜀3/2−3𝑟𝜎*33,

(4.4.8)

где, как обычно, величины со звёздочками обладают одним и тем же асимп-

тотическим порядком. Перейдём в уравнениях (1.5.3) – (1.5.4) к безразмерным

переменным (4.4.7) и компонентам НДС (4.4.8). Пренебрегая в этих уравнениях

величинами порядка 𝑂(𝜀1−2𝑟), приходим к системе:

𝜕𝜎*31
𝜕𝜁

+
𝜕𝜎*11
𝜕𝜉*

+ 𝜀1/2+𝑟𝐵
′

𝐵
(𝜎11 − 𝜎22) = 0,

𝜕𝜎*33
𝜕𝜁

+
𝜕𝜎*31
𝜕𝜉*

+ 𝜀1/2+𝑟𝐵
′

𝐵
𝜎*31 −

1

2(1 + 𝜈)

𝜕2𝑣*3
𝜕𝜏 2*

= 0,

𝜎*11 =
1

1− 𝜈2

(︁𝜕𝑣*1
𝜕𝜉*

+ 𝜀1/2+𝑟𝜈
𝐵′

𝐵
𝑣*1

)︁
,

𝜎*22 =
1

1− 𝜈2

(︁
𝜈
𝜕𝑣*1
𝜕𝜉*

+ 𝜀1/2+𝑟𝜈
𝐵′

𝐵
𝑣*1

)︁
,

𝜕𝑣*3
𝜕𝜁

= 0,

𝜕𝑣*1
𝜕𝜁

+
𝜕𝑣*3
𝜕𝜉*

= 0.

(4.4.9)
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Анализ уравнений (4.4.9) показывает следующую зависимость компонент НДС

от нормальной координаты 𝜁:

𝑣*1 = 𝜁𝑣
(1)
1 , 𝑣*3 = 𝑣

(0)
3 , 𝜎*11 = 𝜁𝜎

(1)
11 ,

𝜎*31 = 𝜎
(0)
31 + 𝜁2𝜎

(2)
31 , 𝜎*33 = 𝜁𝜎

(1)
33 + 𝜁3𝜎

(2)
33 ,

(4.4.10)

которая показывает выполнение геометрических гипотез Кирхгофа-Лява тео-

рии оболочек относительно неизменности как длины нормального элемента к

срединной поверхности, так и его перпендикулярности к ней.

Учитывая граничные условия на лицевых поверхностях

𝜎*31 = 𝜎*33 = 0, 𝜁 = ±1, (4.4.11)

получаем следующие зависимости для составляющих асимптотического разло-

жения компонент НДС по нормальной координате:

𝑣
(1)
1 = −𝜕𝑣

(0)
3

𝜕𝜉*
,

𝜎
(1)
11 =

1

1− 𝜈2

(︁𝜕𝑣(1)1

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝜈

𝐵′

𝐵
𝑣
(1)
1

)︁
,

𝜎
(0)
31 = −𝜎(2)31 ,

𝜎
(2)
31 = −1

2

[︁𝜕𝜎(1)11

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵
(𝜎

(1)
11 − 𝜎

(1)
22 )
]︁
,

𝜎
(1)
33 = −𝜕𝜎

(0)
31

𝜕𝜉*
− 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵
𝜎
(0)
31 +

1

2(1 + 𝜈)

𝜕2𝑣
(0)
3

𝜕𝜏 2*
,

𝜎
(3)
33 = −1

3

(︁𝜕𝜎(2)31

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵
𝜎
(2)
31

)︁
.

(4.4.12)

Система (4.4.12) позволяет получить следующее разрешающее уравнение
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относительно прогиба 𝑣(0)3 :

1

3

𝜕4𝑣
(0)
3

𝜕𝜉4*
− 1− 𝜈

2

𝜕2𝑣
(0)
3

𝜕𝜏 2*
+ 𝜀

1
2+𝑟2𝐵

′

3𝐵

𝜕3𝑣
(0)
3

𝜕𝜉3*
= 0. (4.4.13)

Учитывая, что 𝑐22/𝑐
2
3 = (1− 𝜈)/2, получаем, что безразмерные переменные

𝜏
(2)
* из (4.4.7) и 𝜏 (1)* из (4.4.2), отнесенные, соответственно, к скоростям волны

сдвига 𝑐2 и волны растяжения-сжатия по двумерной теории Кирхгофа-Лява 𝑐3,

связаны соотношением:

𝜏 (2)* =

√︂
1− 𝜈

2
𝜏 (1)* (4.4.14)

и уравнения (4.4.5), (4.4.13) совпадают в области изменения показателя 𝑞

1

2
< 𝑞 < 1. (4.4.15)

Это соответствует границам области согласования изгибной составляющей тео-

рии Кирхгофа-Лява и антисимметричной коротковолновой высокочастотной

составляющей, определяемой следующим асимптотическим неравенством:

𝜀1/2 ≪ 𝜉0 ≪ 1. (4.4.16)

Данный вывод, основанный на сравнении асимптотик разрешающих урав-

нений, уточняет оценку (4.4.1).
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4.5 Область согласования антисимметричного

гиперболического погранслоя и антисимметричного

коротковолнового высокочастотного приближения

В параграфе 3.7 приведено исследование особенностей существования и

расположения области согласования гиперболического погранслоя, действую-

щего в окрестности фронта волны расширения, и симметричного коротковол-

нового высокочастотного приближения. В настоящем параграфе рассматрива-

ется аналогичная задача, но только вместо симметричного гиперболического

погранслоя и симметричного коротковолнового высокочастотного приближения

мы будем работать с их антисимметричными аналогами.

Как и в предшествующем случае, предполагаем, что в переходной зоне ре-

шения показатели изменяемости и динамичности увеличиваются от значений

𝑞 = 𝑎 = 1 до значений 𝑞 = 𝑎 = 2. Тогда, переходя в уравнениях для ан-

тисимметричного коротковолнового высокочастотного приближения к новым

переменным (3.7.3), получаем асимптотическое представление разрешающего

уравнения, совпадающее с (3.7.9). Следовательно, область согласования в рас-

сматриваемом антисимметричном случае совпадает с областью согласования в

предыдущем случае и определяется областью (3.7.10).

4.6 Численный анализ нестационарного НДС

сферических оболочек при торцевом LM ударном

нагружении

Как и было заявлено в параграфе 3.8, анализ свойств решений для компо-

нент НДС при LM ударном торцевом нагружении будем проводить на базе раз-

работанных асимптотических решений для основных составляющих – изгибной
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составляющей и гиперболического погранслоя – на примере сферической обо-

лочки. Расчёты для случая LT торцевого воздействия показали удобство рас-

смотрения нестационарных волновых процессов в сферической оболочке, как

модельном примере, для оценки эффективности разработанных аналитических

методов.

Геометрическая модель сферической оболочки, соответствующая выбран-

ной в Главе 1 для оболочек вращения системе координат, представлена рисун-

ком 3.3 и формулами (3.8.1). Рассматриваем асимптотические решения для ком-

понент НДС, разработанные в параграфах 4.2 и 4.3.

Анализ решения для изгибной двумерной составляющей теории Кирхгофа-

Лява проведём на примере изгибающего момента 𝐺1. Согласно формуле (4.2.32)

нулевое приближение решения для него запишется в виде:

𝐺1 = 𝐼

√︃
sin(𝜃𝑇 )

sin(𝜃𝑇 + 𝜉0)
𝐷1,𝑐(𝜏0, 𝑘), 𝜉 = 𝜀1/2𝜉0, 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜏0 = 𝑐3𝑡/𝑅, (4.6.1)

где специальная функция 𝐷1,𝑐 определена формулами (4.2.30).

В работах [106], [191] проведены расчёты изгибающего момента 𝐺1 для

осесимметричной LM нагрузки на торец цилиндрической оболочки. Расчёты

же для сферической оболочки представлены графиками на рисунке 4.3. Здесь

кривые 1 и 2 соответствуют моментам безразмерного времени 𝜏0 = 1 и 𝜏0 = 2.

Геометрические и механические параметры принимались, как и в Главе 3, сле-

дующими: 𝜃𝑇 = 0.2, 𝜀 = 0.05, 𝜈 = 0.3.
Расчёты показывают поведение изгибающего момента при удалении от тор-

ца: он с ростом времени осциллирует, затухая.

Перейдём к решению задачи для гиперболического погранслоя, представ-

ленному формулами (4.3.15). Будем рассматривать поведение изгибающего мо-
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Рисунок 4.3 — Графики изгибающего момента 𝐺1 в моменты времени
𝜏0 = 1 (график 1) и 𝜏0 = 2 (график 2)

мента, задаваемого следующей формулой:

𝐺1 =
4𝐼

𝜋

√︃
sin(𝜃𝑇 )

sin(𝜃𝑇 + 𝜉0)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
𝐽0

[︁√
2𝑛𝜋

√︀
𝜉0(𝜏0 − 𝜉0)𝜀

−1
]︁
𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜏0 = 𝑐1𝑡/𝑅.

(4.6.2)

Расчёты для рассматриваемого гиперболического погранслоя проведены

для прифронтовой области. Поведение фронта волны расширения проанализи-

ровано в параграфе 3.8 на примере гиперболического погранслоя в случае LT

ударного торцевого воздействия; в рассматриваемом случае картина поведения

этого фронта полностью аналогична. На рисунке 4.4 изображены расчёты из-

гибающего момента в узкой окрестности фронта для моментов времени 𝜏0 = 1

и 𝜏0 = 2, а также выбранных ранее значениях геометрических и механических

параметров.
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Рисунок 4.4 — Графики изгибающего момента 𝐺1/𝐼 в окрестности фронта
волны расширения в моменты времени 𝜏0 = 1 (a) and 𝜏0 = 2 (b)
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Глава 5

Асимптотический вывод уравнений

эллиптического погранслоя в окрестности

условного фронта поверхностных волн Рэлея

для оболочек вращения произвольного профиля

В Главе 1 приведено краткое описание схемы расчленения нестационарного

НДС на составляющие с различными показателями изменяемости и динамич-

ности при торцевых воздействиях нормального типа. Здесь выделена область

R3 в окрестности условного фронта поверхностных волн Рэлея, где решение но-

сит быстроизменяющийся характер и, по сути своей, является погранслоем, а

условный фронт поверхностных волн Рэлея (𝛼 = 𝑐𝑅𝑡) – квазифронтом. Асимп-

тотический метод, позволяющий построить уравнения для этого погранслоя,

позволяет проанализировать его характер и по новому взглянуть на степень

применимости теорий типа Тимошенко, создающих новый (с точки зрения трёх-

мерной теории упругости) ложный фронт волны сдвига. Помимо этой области

теории типа Тимошенко не дают ничего нового по сравнению даже с теорией

Кирхгофа-Лява.

Эллиптический тип выведенных в данной главе уравнений погранслоя опре-

деляет и новые его свойства по сравнению со свойствами параболического по-

гранслоя в окрестности квазифронта и гиперболических погранслоёв в окрест-

ностях фронтов волн расширения и сдвига.

Тонкие оболочки являются геометрически сложными конструкциями, по-

этому для исследования искомого погранслоя необходимо было сначала вы-

явить аналогичные решения в классической задаче Ламе о действии сосредо-

точенных ударных нормальных нагрузок на границу полуплоскости [68]. Здесь
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впервые была сформулирована асимптотическая модель, выделившая дальнее

поле волны Рэлея в случае плоской деформации. Эта модель определяет движе-

ние скачка компонент нестационарного НДС вдоль границы полуплоскости со

скоростью условного фронта волны Рэлея через граничное условие, задаваемое

уравнением гиперболического типа. При этом затухание решения вглубь по-

луплоскости задаётся уравнениями эллиптического типа. Затем разработанная

методика была использована для анализа распространения волны Блюштейна-

Гуляева в трансверсально изотропном пьезо-электрическом пространстве [192].

Анализ нестационарного НДС в окрестности условного фронта поверхност-

ных волн Рэлея для тонкостенных конструкций впервые был начат в работах

[125], [118] – [120] на примере бесконечного слоя и бесконечной цилиндрической

оболочки при действии ударных нормальных воздействий на лицевые поверх-

ности. Затем были рассмотрены случаи полубесконечного слоя [126], [93], [97] и

полубесконечной цилиндрической оболочки [94] – [96], [117], [159] – [160].

Общая схема расчленения нестационарного НДС при ударных поверхност-

ных и торцевых воздействиях нормального типа в общем случае оболочек вра-

щения (и введение понятия «эллиптический погранслой»), а также и вывод

асимптотически оптимальных уравнений эллиптического погранслоя приведе-

ны в работах [200], [201], [113] – [115], [78], [79], [81], [85] – [87]. Эти работы ис-

пользуются в данной главе для системного изложения теории эллиптического

погранслоя. Таким образом опыт, приобретённый при изучении рассматрива-

емых волновых процессов в геометрически простых телах, используется при

выводе асимптотически оптимальных уравнений эллиптического погранслоя в

окрестности условного фронта поверхностных волн Рэлея в тонких оболочках

произвольного профиля на примере оболочек вращения. Сначала рассматрива-

ется полуплоскость с криволинейной границей и показывается, что соответству-

ющие уравнения для эллиптического погранслоя в криволинейных координатах

полностью аналогичны соответствующим уравнениям в декартовых координа-

тах для случая полуплоскости с прямолинейной границей. Затем рассматрива-
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ются оболочки вращения при действии нормальной ударной нагрузки на лице-

вые поверхности. Использование здесь символического метода Лурье позволяет

построить асимптотические уравнения рассматриваемого погранслоя для обще-

го случая задачи при разрешающих уравнениях с переменными по продольной

координате коэффициентами. Построены два приближения асимптотически оп-

тимальных уравнений искомого погранслоя. Первое приближение соответству-

ет волнам, инициируемым лицевыми поверхностями без учёта их отражения

от противоположных лицевых поверхностей. Второе приближение учитывает

влияние на НДС первых отражённых волн.

Завершается глава построением асимптотически оптимальных уравнений

эллиптического погранслоя для случая торцевых нагрузок. При этом задача

сводится к эквивалентной задаче о действии специальной поверхностной на-

грузки.

5.1 Уравнения нестационарного НДС в окрестности

условного фронта поверхностных волн Рэлея

для полуплоскости с криволинейной границей

Рассмотрим полуплоскость с криволинейной границей (рисунок 5.1). От-

несём рассматриваемую полуплоскость к координатной системе (𝛼, 𝑧), где 𝛼

– длина дуги граничной линии, 𝑧 – нормальная координата. Тогда уравнения

движения и уравнения состояния запишутся в виде:

𝜕𝜎11
𝜕𝛼

+𝐻
𝜕𝜎13
𝜕𝑧

+
2

𝑅1
𝜎13 − 𝜌𝐻

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

= 0,

𝜕𝜎13
𝜕𝛼

+𝐻
𝜕𝜎33
𝜕𝑧

− 1

𝑅1

(︁
𝜎11 + 𝜎33

)︁
− 𝜌𝐻

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

= 0,
(5.1.1)
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Рисунок 5.1 — Криволинейные координаты полуплоскости
с криволинейной границей

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

(︁ 1

𝐻

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+
1

𝐻𝑅1
𝑣3

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

(︁ 𝜈

1− 𝜈

1

𝐻

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+
𝜈

1− 𝜈

1

𝐻𝑅1
𝑣3

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
1

𝐻

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

− 1

𝐻𝑅1
𝑣1

)︁
.

(5.1.2)

где 𝐻 = 1 + 𝑧/𝑅1, 𝑅1 – радиус кривизны координатной линии 𝛼, æ = 𝑐2/𝑐1.

Предполагая, как и в случае прямолинейной границы [68], что искомое

поле НДС затухает при удалении от границы по нормали к ней, обозначим глу-

бину его проникновения по оси 𝑧 через ℎ, а характерный размер расстояния,

пройденного волной Рэлея вдоль границы через 𝑅. Будем рассматривать такие

моменты времени, когда 𝑅 имеет тот же порядок, что и 𝑅1. Аналогично случаю

прямолинейной границы принимаем, что ℎ≪ 𝑅. Введём малый параметр

𝜀 = ℎ/𝑅. Тогда, пренебрегая в уравнениях движения величинами второго по-
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рядка малости 𝑂(𝜀2), получим следующую их форму:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧

− 2𝜌(1 + 𝜈)

𝐸

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+

+
𝑧

𝑅1

(︁
− æ−2𝜕

2𝑣1
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

− 2𝜌(1 + 𝜈)

𝐸

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

)︁
+

+
1

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
3− 4𝜈

1− 2𝜈

1

𝑅1

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝑧2

− 2𝜌(1 + 𝜈)

𝐸

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+

+
𝑧

𝑅1

(︁
− 𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝑧2

− 2𝜌(1 + 𝜈)

𝐸

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

)︁
−

−3− 4𝜈

1− 2𝜈

1

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ æ−2 1

𝑅1

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

= 0,

(5.1.3)

а уравнения состояния могут быть записаны в виде:

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

− 𝑧

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
1

𝑅1
𝑣3

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

(︁ 𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

− 𝜈

1− 𝜈

𝑧

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝜈

1− 𝜈

1

𝑅1
𝑣3

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

− 1

𝑅1
𝑣1 −

𝑧

𝑅1

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

)︁
.

(5.1.4)

Считаем, что изменяемость искомого НДС в окрестности условного фрон-

та поверхностных волн Рэлея равна единице, т.е. характерная длина рисунка

деформации соизмерима с характерным размером глубины проникновения по

оси 𝑧. Это предположение находит полное подтверждение в дальнейших рас-

суждениях.

В соответствии с принятыми предположениями, введём безразмерные пе-

ременные:
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𝜉 =
𝛼

ℎ
, 𝜁 =

𝑧

ℎ
, 𝜏 =

𝑐2
ℎ
𝑡 (5.1.5)

Тогда разрешающие уравнения (5.1.3) – (5.1.4) запишутся следующим об-

разом:

æ2𝜕
2𝑣1
𝜕𝜉2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝜉𝜕𝜁

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2

+ 𝜀
𝜁

𝑅*
1

(︁
− æ2𝜕

2𝑣1
𝜕𝜉2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

−

−𝜕
2𝑣1
𝜕𝜏 2

)︁
+ 𝜀

1

𝑅*
1

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+ 𝜀
3− 4𝜈

1− 2𝜈

1

𝑅*
1

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉𝜕𝜁

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝜉2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣3
𝜕𝜏 2

+ 𝜀
𝜁

𝑅*
1

(︁
− 𝜕2𝑣3

𝜕𝜉2
+ æ−2𝜕

2𝑣3
𝜕𝜁2

−

−𝜕
2𝑣3
𝜕𝜏 2

)︁
− 𝜀æ−2 1

𝑅*
1

𝜕𝑣3
𝜕𝜁

= 0,

(5.1.6)

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︁𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝜁

+ 𝜀
(︁
− 𝜁

𝑅*
1

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
1

𝑅*
1

𝑣3

)︁]︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

[︁ 𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

+ 𝜀
(︁
− 𝜈

1− 𝜈

𝑧

𝑅*
1

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜈

1− 𝜈

1

𝑅*
1

𝑣3

)︁]︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

[︁𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜉

− 𝜀
(︁ 1

𝑅*
1

𝑣1 +
𝑧

𝑅*
1

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

)︁]︁
.

(5.1.7)

Анализ уравнений (5.1.6) - (5.1.7) показывает, что асимптотически глав-

ные части этой системы и части первого порядка малости имеют противопо-

ложные свойства чётности и нечётности членов уравнений по координате 𝜁.

Такое свойство было использовано в [106] для выделения основной компоненты

НДС и асимптотически второстепенной компоненты при выводе асимптотиче-

ских уравнений динамического погранслоя, объединяющего в этой книге высо-

кочастотную коротковолновую составляющую и гиперболический погранслой.
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Воспользуемся здесь тем же приёмом.

Таким образом, будем искать НДС, описанное уравнениями (5.1.6) - (5.1.7)

в виде наложения основной и второстепенной составляющих. Обозначим вол-

ной компоненты основной составляющей и двумя волнами – второстепенной

составляющей. Тогда компоненты НДС представляются в виде:

𝑣𝑖 = ̃︀𝑣𝑖 + 𝜀̃︀̃︀𝑣𝑖, 𝜎𝑖𝑗 = ̃︁𝜎𝑖𝑗 + 𝜀̃︁̃︁𝜎𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 3. (5.1.8)

Уравнения движения и состояния для асимптотически главной составляю-

щей записываются следующим образом (волны опускаем):

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝜉2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝜉𝜕𝜁

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉𝜕𝜁

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝜉2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣3
𝜕𝜏 2

= 0,

(5.1.9)

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝜁

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

(︁ 𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

)︁
.

(5.1.10)

Запишем разрешающие уравнения в исходных размерных координатах:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧

− 2𝜌(1 + 𝜈)

𝐸

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝑧2

− 2𝜌(1 + 𝜈)

𝐸

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

= 0,

(5.1.11)
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𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

(︁ 𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

)︁
.

(5.1.12)

Таким образом, в координатах (𝛼, 𝑧), где 𝛼 – длина дуги граничной ли-

нии, система уравнений (5.1.11) – (5.1.12) формально совпадает с системой ди-

намических уравнений плоского напряженного состояния. Это означает, что с

требуемой асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀) можно воспользоваться разра-

ботанной в [68] асимптотической моделью для случая упругой полуплоскости.

Рассмотрим случай нестационарного нормального воздействия на границе

𝑧 = 0 при нулевых начальных условиях:

𝜎33 = −𝑃 (𝛼, 𝑡), 𝜎13 = 0, (5.1.13)

где 𝑃 (𝛼, 𝑡) – заданное напряжение. Согласно модели [68] напряжения выража-

ются через потенциальные функции 𝜙𝛼, 𝜙𝑧 следующим образом:

𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

[︁(︀
1 +

𝑐2𝑅
2𝑐22

− 𝑐2𝑅
𝑐21

)︀𝜕2𝜙𝛼

𝜕𝛼2
+
𝜕2𝜙𝑧

𝜕𝛼𝜕𝑧

]︁
,

𝜎33 = − 𝐸

1 + 𝜈
,
[︁(︀
1− 𝑐2𝑅

2𝑐22

)︀𝜕2𝜙𝛼

𝜕𝛼2
+
𝜕2𝜙𝑧

𝜕𝛼𝜕𝑧

]︁
,

𝜎13 =
𝐸

1 + 𝜈

[︁ 𝜕2𝜙𝛼

𝜕𝛼𝜕𝑧
−
(︁
1− 𝑐2𝑅

2𝑐22

)︁𝜕2𝜙𝑧

𝜕𝛼2

]︁
,

(5.1.14)

где потенциальные функции определяются эллиптическими уравнениями:
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(︁
1′ − 𝑐2𝑅

2𝑐21

)︁𝜕2𝜙𝛼

𝜕𝛼2
+
𝜕2𝜙𝑧

𝜕𝑧2
= 0,

(︁
1− 𝑐2𝑅

2𝑐21

)︁𝜕2𝜙𝛼

𝜕𝛼2
+
𝜕2𝜙𝑧

𝜕𝑧2
= 0

(5.1.15)

с граничными условиями при 𝑧 = 0:

𝜕2𝜒

𝜕𝑡2
− 𝑐2𝑅

𝜕2𝜒

𝜕𝛼2
=

(1 + 𝜈)𝑐2𝑅𝐵𝜔

𝐸æ𝑅

𝜕𝑃

𝜕𝛼
,

𝜒 =
𝜕𝜙𝑧

𝜕𝑧
,
𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑧
=
(︁
1− 𝑐2𝑅

2𝑐22

)︁𝜕𝜙𝑧

𝜕𝛼
,

(5.1.16)

где функция 𝜒(𝛼, 𝑡) является одномерной, а коэффициенты æ𝑅, 𝐵𝜔 определя-

ются выражениями:

æ𝑅 =
𝑐𝑅
𝑐2
, 𝐵𝜔 = 2

(︁ æ𝑅

1− æ2
𝑅

+
æ2æ𝑅

1− æ2æ𝑅
− 2æ𝑅

1− æ2
𝑅/2

)︁−1

. (5.1.17)

Уравнения (5.1.15) – (5.1.16) определяют специфические свойства рассмат-

риваемой составляющей нестационарного НДС полуплоскости: как и в случае

прямолинейной границы, оно на своей криволинейной границе определяется

волновым гиперболическим уравнением, а затухание при удалении от границы

вглубь полуплоскости определяется системой эллиптических уравнений. Поэто-

му мы и называем рассматриваемую составляющую эллиптическим погрансло-

ем. Такой же термин мы сохраним и для соответствующей составляющей в

случае оболочек вращения.



173

5.2 Асимптотический вывод уравнений

эллиптического погранслоя в оболочках вращения

произвольного профиля при ударных

поверхностных нагрузках

Рассмотрим осесимметричные нестационарные волны в оболочке враще-

ния, изображенной на рисунке 1.1, при действии нормальных ударных воздей-

ствий на её лицевые поверхности. Используем введенную в параграфе 1.1 кри-

волинейную систему координат (𝛼, 𝜃, 𝑧). Тогда уравнения движения и закон

Гука имеют вид (2.1.19) – (2.1.20)

Введём безразмерные координаты (5.1.5) и безразмерные радиусы кривиз-

ны 𝑅*
𝑖 = 𝑅𝑖/𝑅 (звёздочки в дальнейшем опускаем). Перепишем разрешающие

уравнения (2.1.19) – (2.1.20) в безразмерной форме:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝜉2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝜉𝜕𝜁

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+ 𝜀
𝜁

𝑅1

(︁
− æ2𝜕

2𝑣1
𝜕𝜉2

+

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2

)︁
+ 𝜀æ−2𝐵

′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+ 𝜀
(︁ 1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+

+𝜀
(︁3− 4𝜈

1− 2𝜈

1

𝑅1
+

1

1− 2𝜈

1

𝑅2

)︁𝜕𝑣3
𝜕𝜉

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉𝜕𝜁

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝜉2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣3
𝜕𝜏 2

+ 𝜀
𝜁

𝑅1

(︁
− 𝜕2𝑣3

𝜕𝜉2
+

+æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣3
𝜕𝜏 2

)︁
− 𝜀

3− 4𝜈

1− 2𝜈

1

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+ 𝜀
1

1− 2𝜈

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+

+𝜀
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

+ 𝜀æ−2
(︁ 1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁𝜕𝑣3
𝜕𝜁

= 0,

(5.2.1)
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𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2ℎ

[︁𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝜁

+ 𝜀
(︁
− 𝜁

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜈

1− 𝜈

𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
+

+𝜀
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

1− 𝜈

1

𝑅2

)︁
𝑣3

]︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2ℎ

[︁ 𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

+

+𝜀
𝜈

1− 𝜈

(︁
− 𝜁

𝑅1

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
+ 𝜀

𝜈

1− 𝜈

(︁ 1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁
𝑣3

]︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)ℎ

[︁𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜉

− 𝜀
(︁ 1

𝑅1
𝑣1 +

𝜁

𝑅1

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

)︁]︁
.

(5.2.2)

Структура уравнений (5.2.1) – (5.2.2) обобщает структуру уравнений (5.1.6)

– (5.1.7): асимптотически главные части этой системы и части первого поряд-

ка малости имеют противоположные свойства чётности и нечётности членов по

координате 𝜁. Поэтому искомую составляющую будем искать в виде наложения

«симметричной» и «антисимметричной» по 𝜁 составляющих. Обозначим волной

асимптотически главную и двумя волнами – второстепенную составляющие со-

гласно формулам (5.1.8). Тогда разрешающие уравнения для асимптотически

главной составляющей (волны опускаем) могут быть записаны с погрешностью

𝑂(𝜀2) следующим образом:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝜉2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝜉𝜕𝜁

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2

+ 𝜀æ−2𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉𝜕𝜁

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝜉2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣3
𝜕𝜏 2

+

+𝜀
(︁ 1

1− 2𝜈

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

)︁
= 0,

(5.2.3)
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𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2ℎ

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣3
𝜕𝜁

+ 𝜀
𝜈

1− 𝜈

𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2ℎ

(︁ 𝜈

1− 𝜈

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

+ 𝜀
𝜈

1− 𝜈

𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)ℎ

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜉

)︁
.

(5.2.4)

Дальнейший вывод асимптотически оптимальных уравнений эллиптиче-

ского погранслоя будем вести с помощью символического метода Лурье. Введём

для этого операторные обозначения:

𝜕𝜉 = 𝜕/𝜕𝜉, 𝜕𝜏 = 𝜕/𝜕𝜏 (5.2.5)

Запишем уравнения (5.2.3), (5.2.4) как обыкновенные дифференциальные

уравнения относительно переменной 𝜁, рассматривая операторы 𝜕𝜉, 𝜕𝜏 как

некие постоянные:

𝑑2𝑣1
𝑑𝜁2

+ (æ−2𝜕2𝜉 − 𝜕2𝜏 )𝑣1 +
𝜕𝜉

1− 2𝜈

𝑑𝑣3
𝑑𝜁

+ 𝜀æ−2𝐵
′

𝐵
𝜕𝜉𝑣1 = 0,

𝜕𝜉
1− 2𝜈

𝑑𝑣1
𝑑𝜁

+ æ−2𝑑
2𝑣3
𝑑𝜁2

+ (𝜕2𝜉 − 𝜕2𝜏 )𝑣3 + 𝜀
𝐵′

𝐵

(︁ 1

1− 2𝜈

𝑑𝑣1
𝑑𝜁

+ 𝜕𝜉𝑣3

)︁
= 0,

(5.2.6)

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2ℎ

(︁
𝜕𝜉𝑣1 +

𝜈

1− 𝜈

𝑑𝑣3
𝑑𝜁

+ 𝜀
𝜈

1− 𝜈

𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2ℎ

(︁ 𝜈

1− 𝜈
𝜕𝜉𝑣1 +

𝑑𝑣3
𝑑𝜁

+ 𝜀
𝜈

1− 𝜈

𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)ℎ

(︁𝑑𝑣1
𝑑𝜁

+ 𝜕𝜉𝑣3

)︁
.

(5.2.7)
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Решение (5.2.6) ищем в виде:

𝑣1 = 𝑒𝜆𝜁𝐷, 𝑣3 = 𝑒𝜆𝜁𝐹, (5.2.8)

где 𝜆,𝐷, 𝐹 – некоторые операторы. Подставляя (5.2.8) в (5.2.6), получаем сле-

дующую систему алгебраических уравнений относительно 𝐷,𝐹 :

[︁
𝜆2 + (æ−2𝜕2𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀æ−2𝐵

′

𝐵
𝜕𝜉

]︁
𝐷 +

(︀
æ−2 − 1

)︀
𝜕𝜉𝜆𝐹 = 0,

(︀
æ−2 − 1)

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝜆𝐷 +

[︁
æ−2𝜆2 +

(︁
𝜕2𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁]︁
𝐹 = 0.

(5.2.9)

Приравнивая нулю определитель системы (5.2.9), получаем выражение для по-

казателя степени экспоненты 𝜆 и связь между коэффициентами 𝐹,𝐷:

𝜆 = ±𝛼1, 𝛼1 =

√︂
𝜕2𝜉 − æ2𝜕2𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉, 𝐹 = ±𝑖𝛼1

𝜕𝜉
𝐷,

𝜆 = ±𝛽1, 𝛽1 =

√︂
𝜕2𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉, 𝐹 = ± 1

𝛽1

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝐷.

(5.2.10)

Учитывая выражения (5.2.10), представим выражения для перемещений и

напряжений в виде:

𝑣1 = 𝑒𝑖𝛼1𝜁𝐷1 + 𝑒−𝑖𝛼1𝜁𝐷2 + 𝑒𝑖𝛽1𝜁𝐷3 + 𝑒−𝑖𝛽1𝜁𝐷4,

𝑣3 = 𝑖
𝛼1

𝜕𝜉
𝑒𝑖𝛼1𝜁𝐷1 − 𝑖

𝛼1

𝜕𝜉
𝑒−𝑖𝛼1𝜁𝐷2 + 𝑖

1

𝛽1

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝑒𝑖𝛽1𝜁𝐷3−

−𝑖 1
𝛽1

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝑒𝑖𝛽1𝜁𝐷4,

(5.2.11)
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𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁𝛾21
𝜕𝜉
𝑒𝑖𝛼1𝜁𝐷1 +

𝛾21
𝜕𝜉
𝑒−𝑖𝛼1𝜁𝐷2 +

(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝑒𝑖𝛽1𝜁𝐷3+

+
(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝑒−𝑖𝛽1𝜁𝐷4

]︁
,

𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑖𝛼1𝑒

𝑖𝛼1𝜁𝐷1 − 𝑖𝛼1𝑒
−𝑖𝛼1𝜁𝐷2 + 𝑖

𝛾21
𝛽1
𝑒𝑖𝛽1𝜁𝐷3 − 𝑖

𝛾21
𝛽1
𝑒−𝑖𝛽1𝜁𝐷4

]︁
,

𝛾21 = 𝜕2𝜉 −
1

2
𝜕2𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉,

(5.2.12)

где 𝐷𝑖 – операторы-коэффициенты. За счёт произвола выбора коэффициентов

𝐷𝑖 перепишем выражения (5.2.11), (5.2.12) для перемещений и напряжений в

виде:

𝑣1 = 𝜕𝜉𝑒
𝑖(1+𝜁)𝛼1𝐷1 + 𝜕𝜉𝑒

𝑖(1−𝜁)𝛼1𝐷2 + 𝛽1𝑒
𝑖(1+𝜁)𝛽1𝐷3 + 𝛽1𝑒

𝑖(1−𝜁)𝛽1𝐷4,

𝑣3 = 𝑖𝛼1𝑒
𝑖(1+𝜁)𝛼1𝐷1 − 𝑖𝛼1𝑒

𝑖(1−𝜁)𝛼1𝐷2 + 𝑖(𝜕𝜉 + 𝜀
𝐵′

𝐵
)𝑒𝑖(1+𝜁)𝛽1𝐷3−

−𝑖(𝜕𝜉 + 𝜀
𝐵′

𝐵
)𝑒𝑖(1−𝜁)𝛽1𝐷4,

(5.2.13)

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝛾21𝑒

𝑖(𝛼+𝜁)𝛼1𝐷1 + 𝛾21𝑒
𝑖(𝛼−𝜁)𝛼1𝐷2+

+
(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝛽1𝑒

𝑖(1+𝜁)𝛽1𝐷3 +
(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝛽1𝑒

𝑖(1−𝜁)𝛽1𝐷4

]︁
,

𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑖𝜕𝜉𝛼1𝑒

𝑖(1+𝜁)𝛼1𝐷1 − 𝑖𝜕𝜉𝛼1𝑒
𝑖(1−𝜁)𝛼1𝐷2+

+𝑖𝛾21𝑒
𝑖(1+𝜁)𝛽1𝐷3 − 𝑖𝛾21𝑒

𝑖(1−𝜁)𝛽1𝐷4

]︁
.

(5.2.14)
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Воспользуемся опытом построения эллиптического погранслоя для пла-

стин, полученный в работах [120], [117], [109]. Для этого будем основываться

на аналогии символического метода Лурье с методом интегральных преобра-

зований. Символическое решение (5.2.13) – (5.2.14), основывается на прямой

аналогии символического метода с методом интегральных преобразований и со-

ответствует изображению двойного интегрального преобразования Лапласа (по

времени) и Фурье (по продольной координате) при соответствии 𝜕𝜏 и 𝑠, 𝜕𝜉 и

𝑖𝜒, где 𝑠, 𝜒 – параметры преобразования Лапласа и Фурье. В рассматриваемом

решении слагаемые с множителями (1 − 𝜁) в показателях степени экспоненты

определяют волны, инициируемые лицевой поверхностью 𝜁 = 1 и распространя-

ющиеся в отрицательном направлении оси 𝜁, а слагаемые с множителями (1+𝜁)

– волны, инициируемые лицевой поверхностью 𝜁 = −1 и распространяющиеся

в положительном направлении оси 𝜁.

Дальнейший вывод асимптотически оптимальных уравнений рассматрива-

емого эллиптического погранслоя зависит от типа граничных условий на ли-

цевых поверхностях. Примем, что на границах 𝜁 = ±1 (𝑧 = ±ℎ) действует

ударное воздействие нормального типа:

𝜎33 = −𝑃 (𝛼, 𝜏), 𝜎13 = 0, 𝑧 = ±ℎ. (5.2.15)

Примем также, что начальные условия являются однородными. Тогда, подстав-

ляя решение (5.2.14) в граничные условия (5.2.15), получим следующую систему

алгебраических уравнений для 𝐷𝑖:
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𝛾21𝐷1 + 𝛾21𝑒
𝑖2𝛼1𝐷2 +

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷3 +

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝑒

𝑖2𝛽1𝐷4 =
(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑃,

𝛾21𝑒
𝑖2𝛼1𝐷1 + 𝛾21𝐷2 +

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝑒

𝑖2𝛽1𝐷3 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷4 =

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑃,

𝜕𝜉𝛼1𝐷1 − 𝜕𝜉𝛼1𝑒
𝑖2𝛼1𝐷2 + 𝛾21𝐷3 − 𝛾21𝑒

𝑖2𝛽1𝐷4 = 0,

𝜕𝜉𝛼1𝑒
𝑖2𝛼1𝐷1 − 𝜕𝜉𝛼1𝐷2 + 𝛾21𝑒

𝑖2𝛽1𝐷3 − 𝛾21𝐷4 = 0.

(5.2.16)

Получим простейшее приближение системы уравнений (5.2.16). С этой це-

лью пренебрежём в уравнениях членами с множителями 𝑒𝑖2𝛼1, 𝑒𝑖2𝛽1. Это соот-

ветствует, в конечном итоге, пренебрежению в асимптотике для первого корня

уравнения Рэлея-Лэмба 𝜔1(𝜒) при 𝜒→ ∞ [118] (𝐵𝜔, æ𝑅 введены в предшеству-

ющем параграфе) членами с экспоненциальными множителями по сравнению

с первым членом æ𝑅𝜒.

𝜔1(𝜒) = æ𝑅𝜒−𝐵𝜔𝜒 exp
(︁
− 2
√︁

1− æ2
𝑅𝜒
)︁
+

+𝐵𝜔𝜒 exp
(︁
− 2
√︁

1− æ2æ2
𝑅𝜒
)︁
,

(5.2.17)

Отметим, что корни уравнения Рэлея-Лэмба появляются при решении дина-

мических задач методами двукратных преобразований Лапласа и Фурье [106],

а коэффициент æ𝑅 является корнем известного трансцендентного уравнения

[118]:

(2− æ2
𝑅)

2 − 4
√︁
1− æ2

𝑅

√︁
1− æ2æ2

𝑅 = 0. (5.2.18)

Тогда уравнения (5.2.16) могут быть преобразованы к виду:
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𝛾21𝐷1 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷3 =

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑃,

𝛾21𝐷2 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷4 =

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑃,

𝜕𝜉𝛼1𝐷1 + 𝛾21𝐷3 = 0,

𝜕𝜉𝛼1𝐷2 + 𝛾21𝐷4 = 0.

(5.2.19)

Получим из (5.2.19) выражения для 𝐷1 и 𝐷2 через 𝐷3 и 𝐷4:

𝐷1 = − 𝛾21
𝜕𝜉𝛼1

𝐷3, 𝐷2 = − 𝛾21
𝜕𝜉𝛼1

𝐷4. (5.2.20)

Используя (5.2.20), приходим к разрешающим уравнениям для 𝐷3 и 𝐷4:

[︁
𝛾41 − 𝜕𝜉

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

(︁
𝛼1𝛽1

)︁]︁
𝐷3 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝜕𝜉𝛼1𝑃,

[︁
𝛾41 − 𝜕𝜉

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

(︁
𝛼1𝛽1

)︁]︁
𝐷4 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝜕𝜉𝛼1𝑃,

(5.2.21)

Рассмотрим значения времени когда 𝜏 ≫ 1, т. е. когда фронты волн прохо-

дят расстояние, много большее толщины оболочки: 𝜏 = 𝑂(𝑇 ), 𝑇 ≫ 1. Введём

малый параметр 𝜂 = 1/𝑇 и масштабированные переменные 𝑦, 𝜏0 :

𝑦 =
𝜉 − æ𝑅𝜏

𝜂
, 𝜏0 = 𝜂𝜏, (5.2.22)

позволяющие построить прифронтовую асимптотику в дальнем поле волны

Рэлея. Введём также новые операторы 𝜕𝑦, 𝜕𝜏0

𝜕𝑦 = 𝜕/𝜕𝑦, 𝜕𝜏0 = 𝜕/𝜕𝜏0, (5.2.23)

Переходя в уравнениях (5.2.21) и (5.2.20) к новым операторам (5.2.23) и рас-
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кладывая полученные уравнения в ряд по малому параметру 𝜂, оставим в них

асимптотически главные части:

(︁
2𝜂𝜕3𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕3𝑦

)︁
𝐷𝑖 =

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔√︀
1− æ2

𝑅

𝜕2𝑦𝑃, 𝑖 = 3, 4, (5.2.24)

(︁
𝑎𝜕2𝑦 + 𝜂

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝐷𝑖+

(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝐷𝑖+2 = 0, 𝑖 = 1, 2,

(5.2.25)

где 𝑘𝑐 = 2 + æ𝑅𝐵𝜔, 𝑎 =
√︀

1− æ2æ2
𝑅, 𝑏 =

√
1− æ𝑅, 𝑔 = 1− æ2

𝑅/2.

Выпишем также асимптотическое представление выражений для переме-

щений и напряжений (5.2.13), (5.2.14) в операторах 𝜕𝑦, 𝜕𝜏0. При этом, как будет

это очевидно далее, в выражениях для перемещений и напряжений 𝜎13 малыми

членами порядка 𝑂(𝜀+ 𝜂) можно пренебречь:

𝑣1 = 𝜕𝑦𝑒
𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦 + 𝜕𝑦𝑒

𝑖𝑎(1−𝜁) + 𝑏𝜕𝑦𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷3 + 𝑏𝜕𝑦𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4,

𝑣3 = 𝑖𝑎𝜕𝑦𝑒
𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦 − 𝑖𝑎𝜕𝑦𝑒

𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷2 + 𝑖𝜕𝑦𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝐷3 − 𝑖𝜕𝑦𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4,

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦
𝐷1+

+
(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷2+

+
(︁
𝑏𝜕2𝑦 + 𝜂

æ𝑅

𝑏
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷3+

+
(︁
𝑏𝜕2𝑦 + 𝜂

æ𝑅

𝑏
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4

]︁
,

𝜎13 = 𝑖
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑎𝜕2𝑦𝑒

𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷1 − 𝑎𝜕2𝑦𝑒
𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷2+

+𝑔𝜕2𝑦𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷3 − 𝑔𝜕2𝑦𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4

]︁
.

(5.2.26)
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Вернёмся в уравнениях (5.2.24), (5.2.25) к исходным операторам, разделив

сначала (5.2.24) на 𝜕𝑦:

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝐷𝑖 =

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑏
𝑃, 𝑖 = 3, 4, (5.2.27)

[︃
𝑎𝜕2𝜉 +

æ2

2𝑎

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏

)︁
+ 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

]︃
𝐷𝑖+

+

[︃
𝑔𝜕2𝜉 +

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏

)︁
+ 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

]︃
𝐷𝑖+2 = 0, 𝑖 = 1, 2.

(5.2.28)

Аналогично преобразуются и выражения (5.2.26):

𝑣1 = 𝜕𝜉𝑒
𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1 + 𝜕𝜉𝑒

𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2 + 𝑏𝜕𝜉𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3 + 𝑏𝜕𝜉𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4,

𝑣3 = 𝑖𝑎𝜕𝜉𝑒
𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1 − 𝑖𝑎𝜕𝜉𝑒

𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2 + 𝑖𝜕𝜉𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3 − 𝑖𝜕𝜉𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4,

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁(︁
𝑔𝜕2𝜉 +

1

2

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1+

+
(︁
𝑔𝜕2𝜉 +

1

2

(︀
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏

)︁
+ 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2+

+
(︁
𝑏𝜕2𝜉 +

1

2𝑏

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏

)︁
+ 𝜀
(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3+

+
(︁
𝑏𝜕2𝜉 +

1

2𝑏

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏

)︁
+ 𝜀
(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4

]︁
,

𝜎13 = 𝑖
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑎𝜕2𝜉𝑒

𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1 − 𝑎𝜕2𝜉𝑒
𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2+

+𝑔𝜕2𝜉𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3 − 𝑔𝜕2𝜉𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4

]︁
.

(5.2.29)

С целью описания нестационарного НДС в малой окрестности условного

фронта поверхностной волны Рэлея введём потенциальные функции 𝜙 и 𝜓 (ана-
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логи объёмного и сдвигового потенциалов) подобно тому, как было сделано для

случая цилиндрической оболочки [96], [120], [121]. При этом разделим их на

части 𝜙 = 𝜙1 + 𝜙2, 𝜓 = 𝜓1 + 𝜓2, где 𝜙1 и 𝜓1 задают положительное по 𝜁 рас-

пространение возмущений, а 𝜙2 и 𝜓2 – отрицательное. Тогда эти потенциальные

функции могут быть записаны в виде:

𝜙1 = 𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1, 𝜙2 = 𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2,

𝜓1 = 𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3, 𝜓2 = 𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4.
(5.2.30)

Вид операторных представлений потенциальных функций (5.2.30) показывает,

что они определяются эллиптическими уравнениями:

𝑎2
𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜁2
= 0, 𝑖 = 1, 2,

𝑏2
𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜁2
= 0, 𝑖 = 1, 2

(5.2.31)

при следующих граничных условиях:

æ2
𝑅

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝜉2
− 𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝜏 2
+ 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝜉
=

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑏
𝑃, 𝑖 = 1, 2; 𝜁 = ∓1,

(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜉2
− æ2

2𝑎

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝜉
+

+
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝜉
= 0, 𝑖 = 1, 2; 𝜁 = ∓1.

(5.2.32)

Перемещения и напряжения выражаются через потенциальные функции по

формулам:
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𝑣1 =
2∑︁

𝑖=1

(︁𝜕𝜙𝑖

𝜕𝜉
+ 𝑏

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝜉

)︁
, 𝑣3 =

2∑︁
𝑖=1

(︁𝜕𝜙𝑖

𝜕𝜁
+

1

𝑏

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝜁

)︁
,

𝜎33 = − 𝐸ℎ

(1 + 𝜈)ℎ

2∑︁
𝑖=1

[︁(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝜉
+

+
(︁
𝑏+

æ2
𝑅

2𝑏

)︁𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝜉2
− 1

2𝑏

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝜏 2
+ 𝜀
(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝜉

]︁
,

𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

2∑︁
𝑖=1

(︁ 𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝜉𝜕𝜁
+
𝑔

𝑏

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝜉𝜕𝜁

)︁
.

(5.2.33)

Выпишем разрешающие уравнения в исходных размерных координатах.

Уравнения для потенциальных функций:

𝑎2
𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝛼2
+
𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑧2
= 0, 𝑖 = 1, 2,

𝑏2
𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝛼2
+
𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝑧2
= 0, 𝑖 = 1, 2.

(5.2.34)

Граничные условия:

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝛼2
− 1

𝑐2𝑅

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝑡2
+

𝑘𝑐
æ2

𝑅

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝛼
=

1 + 𝜈

𝐸ℎ

𝐵𝜔

æ𝑅𝑏
𝑃, 𝑖 = 1, 2; 𝑧 = ±ℎ,

(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝛼2
− æ2æ2

𝑅

2𝑎

1

𝑐2𝑅

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑡2
+

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝛼
+

+
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2

1

𝑐2𝑅

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝑡2
+
𝐵′

𝐵

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝛼
= 0, 𝑖 = 1, 2; 𝑧 = ±ℎ.

(5.2.35)
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Выражения для перемещений и напряжений примут вид:

𝑣1 = ℎ
2∑︁

𝑖=1

(︁𝜕𝜙𝑖

𝜕𝛼
+ 𝑏

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝛼

)︁
,

𝑣3 = ℎ
2∑︁

𝑖=1

(︁𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑧
+

1

𝑏

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝑧

)︁
,

𝜎33 = − 𝐸ℎ

(1 + 𝜈)

2∑︁
𝑖=1

[︁(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2

1

𝑐2𝑅

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑡2
+
𝐵′

𝐵

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝛼
+

+
(︁
𝑏+

æ2
𝑅

2𝑏

)︁𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2𝑏

1

𝑐2𝑅

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝑡2
+
(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵

𝜕𝜓𝑖

𝜕𝛼

]︁
,

𝜎13 =
𝐸ℎ

(1 + 𝜈)

2∑︁
𝑖=1

(︁ 𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝛼𝜕𝑧
+
𝑔

𝑏

𝜕2𝜓𝑖

𝜕𝛼𝜕𝑧

)︁
.

(5.2.36)

Полученные искомые уравнения простейшего приближения при условии

пренебрежения в операторных уравнениях членами с множителями exp(𝑖2𝛼1),

exp(𝑖2𝛽1) описывают, в конечном итоге, ту часть волнового процесса, которая

соответствует волнам, инициируемым каждой лицевой поверхностью без учёта

отраженных волн (будем называть такие волны первичными). Увеличить точ-

ность можно, построив решение для волн, отраженных при падении первичных

волн на противоположные лицевые поверхности. Для этого разложим операто-

ры 𝐷𝑗 в ряды по степеням экспонент – exp(𝑖2𝛼1), exp(𝑖2𝛽1):

𝐷𝑗 = 𝐷𝑗0 + 𝑒𝑖2𝛼1𝐷𝑗1 + 𝑒𝑖2𝛽1𝐷𝑗2 + ..., 𝑗 = 1, 4. (5.2.37)

Отметим, что данное разложение соответствует пренебрежению в асимптоти-

ке для первого корня уравнения Рэлея-Лэмба (5.2.17) членами более высокого

порядка малости по сравнению с множителями exp(−2𝑎𝜒), exp(−2𝑏𝜒).

Подставим (5.2.37) в (5.2.16). Асимптотически главная часть полученной

таким образом системы полностью совпадает с выведенными ранее уравнения-
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ми. Запишем системы для операторов 𝐷𝑗1, 𝐷𝑗2:

𝛾21𝐷11 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷31 = −𝛾21𝐷20,

𝛾21𝐷21 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷41 = −𝛾21𝐷10,

𝜕𝜉𝛼1𝐷11 + 𝛾21𝐷31 = 𝜕𝜉𝛼1𝐷20,

𝜕𝜉𝛼1𝐷21 + 𝛾21𝐷41 = 𝜕𝜉𝛼1𝐷10,

(5.2.38)

𝛾21𝐷12 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷32 = −

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷40,

𝛾21𝐷22 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷42 = −

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷30,

𝜕𝜉𝛼1𝐷12 + 𝛾21𝐷32 = 𝛾21𝐷40,

𝜕𝜉𝛼1𝐷22 + 𝛾21𝐷42 = 𝛾21𝐷30.

(5.2.39)

Получим из (5.2.38), (5.2.39) выражения для 𝐷1𝑖, 𝐷2𝑖(𝑖 = 1, 2):

𝐷11 = − 𝛾21
𝜕𝜉𝛼1

𝐷31 +𝐷20, 𝐷21 = − 𝛾21
𝜕𝜉𝛼1

𝐷41 +𝐷10,

𝐷12 = − 𝛾21
𝜕𝜉𝛼1

𝐷32 +
𝛾21
𝜕𝜉𝛼1

𝐷40, 𝐷22 = − 𝛾21
𝜕𝜉𝛼1

𝐷42 +
𝛾21
𝜕𝜉𝛼1

𝐷30.

(5.2.40)
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Получим также разрешающие уравнения для 𝐷3𝑖, 𝐷4𝑖 (𝑖 = 1, 2):

[︁
𝛾41 − 𝜕𝜉

(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝛼1𝛽1

]︁
𝐷31 = 2𝜕𝜉𝛼1𝛾

2
1𝐷20,

[︁
𝛾41 − 𝜕𝜉

(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝛼1𝛽1

]︁
𝐷41 = 2𝜕𝜉𝛼1𝛾

2
1𝐷10,

[︁
𝛾41 − 𝜕𝜉

(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝛼1𝛽1

]︁
𝐷32 =

[︁
𝛾41 + 𝜕𝜉

(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝛼1𝛽1

]︁
𝐷40,

[︁
𝛾41 − 𝜕𝜉

(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝛼1𝛽1

]︁
𝐷42 =

[︁
𝛾41 + 𝜕𝜉

(︀
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︀
𝛼1𝛽1

]︁
𝐷30.

(5.2.41)

Так же как и в предыдущем случае, рассмотрим большие значения време-

ни, перейдём к переменным 𝑦, 𝜏0 и перепишем операторные уравнения (5.2.38),

(5.2.39), (5.2.41) в операторах 𝜕𝑦, 𝜕𝜏0 с учётом только асимптотически главных

составляющих:

𝐿1𝐷31 = −2æ𝑅𝑎𝐵𝜔

𝑔
𝜕2𝑦𝐷20, ; 𝐿1𝐷41 = −2æ𝑅𝑎𝐵𝜔

𝑔
𝜕2𝑦𝐷10,

𝐿1𝐷32 = −æ𝑅𝐵𝜔

(︁
2𝜕2𝑦 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝐷40, ;

𝐿1𝐷42 = −æ𝑅𝐵𝜔

(︁
2𝜕2𝑦 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝐷30.

(5.2.42)

𝐿2𝐷12 + 𝐿3𝐷32 =
(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝐷40,

𝐿2𝐷22 + 𝐿3𝐷42 =
(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝐷30,

𝐿2𝐷11 + 𝐿3𝐷31 =
(︁
𝑎𝜕2𝑦 + 𝜂

æ2æ2
𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝐷20,

𝐿2𝐷21 + 𝐿3𝐷41 =
(︁
𝑎𝜕2𝑦 + 𝜂

æ2æ2
𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝐷10,

(5.2.43)
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где операторы 𝐿𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) определяются следующими выражениями:

𝐿1 = 2𝜂𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀𝑘𝑐
𝐵′

𝐵
𝜕𝑦, 𝐿2 = 𝑎𝜕2𝑦 + 𝜂

æ2æ2
𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦,

𝐿3 = 𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀
𝐵′

𝐵
𝜕𝑦.

(5.2.44)

Выпишем асимптотическое представление выражений для перемещений и

напряжений (5.2.26) с учётом разложений (5.2.37). Введём обозначения:

𝑆1 = 𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷10 + 𝑒𝑖𝑎(3+𝜁)𝜕𝑦𝐷11 + 𝑒𝑖(𝑎+2𝑏+𝑎𝜁)𝜕𝑦𝐷12,

𝑆2 = 𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷20 + 𝑒𝑖𝑎(3−𝜁)𝜕𝑦𝐷21 + 𝑒𝑖(𝑎+2𝑏−𝑎𝜁)𝜕𝑦𝐷22,

𝑆3 = 𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷30 + 𝑒𝑖(2𝑎+𝑏+𝑏𝜁)𝜕𝑦𝐷31 + 𝑒𝑖𝑏(3+𝜁)𝜕𝑦𝐷32,

𝑆4 = 𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷40 + 𝑒𝑖(2𝑎+𝑏−𝑏𝜁)𝜕𝑦𝐷41 + 𝑒𝑖𝑏(3−𝜁)𝜕𝑦𝐷42.

(5.2.45)

Тогда получаем:

𝑣1 =
2∑︁

𝑗=1

(𝜕𝑦𝑆𝑗 + 𝑏𝜕𝑦𝑆𝑗+2), 𝑣3 =
2∑︁

𝑗=1

(−1)𝑗+1(𝑖𝑎𝜕𝑦𝑆𝑗 + 𝑖𝜕𝑦𝑆𝑗+2),

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

2∑︁
𝑗=1

(𝑀1𝑆𝑗 +𝑀2𝑆𝑗+2),

𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

2∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗+1(𝑖𝑎𝜕2𝑦𝑆𝑗 + 𝑖𝑔𝜕2𝑦𝑆𝑗+2),

(5.2.46)

где операторы 𝑀1, 𝑀2 задаются выражениями:

𝑀1 = 𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀
𝐵′

𝐵
𝜕𝑦,

𝑀2 = 𝑏𝜕2𝑦 + 𝜂
æ𝑅

𝑏
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

(︀
𝑏+

1

2𝑏

)︀𝐵′

𝐵
𝜕𝑦.

(5.2.47)
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Вернёмся (5.2.42), (5.2.45) к исходным операторам 𝜕𝜉, 𝜕𝜏 . Общая форма

уравнений для 𝐷3𝑗, 𝐷4𝑗 (𝑗 = 1, 2) через операторы решения для нулевого при-

ближения сохранится:

𝐿1𝐷31 = −2æ𝑅𝑎𝐵𝜔

𝑔
𝜕2𝜉𝐷20, 𝐿1𝐷41 = −2æ𝑅𝑎𝐵𝜔

𝑔
𝜕2𝜉𝐷10,

𝐿1𝐷32 = −æ𝑅𝐵𝜔(2𝜕
2
𝜉 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉)𝐷40,

𝐿1𝐷42 = −æ𝑅𝐵𝜔(2𝜕
2
𝜉 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉)𝐷30

(5.2.48)

при новой форме оператора 𝐿1:

𝐿1 = æ2
𝑅𝜕

2
𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉. (5.2.49)

Общая форма уравнений для 𝐷1𝑗, 𝐷2𝑗 (𝑗 = 1, 2) также сохраняется:

𝐿2𝐷11 + 𝐿3𝐷31 =
[︁
𝑎𝜕2𝜉 +

æ2

2𝑎
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

]︁
𝐷20,

𝐿2𝐷21 + 𝐿3𝐷41 =
[︁
𝑎𝜕2𝜉 +

æ2

2𝑎
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

]︁
𝐷10,

𝐿2𝐷12 + 𝐿3𝐷32 =
[︁
𝑔𝜕2𝜉 +

1

2
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

𝐵′

𝐵

]︁
𝐷40,

𝐿2𝐷22 + 𝐿3𝐷42 =
[︁
𝑔𝜕2𝜉 +

1

2
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

𝐵′

𝐵

]︁
𝐷30,

(5.2.50)

при новой форме операторов 𝐿2, 𝐿3:

𝐿2 = 𝑎𝜕2𝜉 +
æ2

2𝑎
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉,

𝐿3 = 𝑔𝜕2𝜉 +
1

2
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉.

(5.2.51)
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Выражения (5.2.45), (5.2.46) преобразуются аналогично:

𝑆1 = 𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷10 + 𝑒𝑖𝑎(3+𝜁)𝜕𝜉𝐷11 + 𝑒𝑖(𝑎+2𝑏+𝑎𝜁)𝜕𝜉𝐷12,

𝑆2 = 𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷20 + 𝑒𝑖𝑎(3−𝜁)𝜕𝜉𝐷21 + 𝑒𝑖(𝑎+2𝑏−𝑎𝜁)𝜕𝜉𝐷22,

𝑆3 = 𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷30 + 𝑒𝑖(2𝑎+𝑏+𝑏𝜁)𝜕𝜉𝐷31 + 𝑒𝑖𝑏(3+𝜁)𝜕𝜉𝐷32,

𝑆4 = 𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷40 + 𝑒𝑖(2𝑎+𝑏−𝑏𝜁)𝜕𝜉𝐷41 + 𝑒𝑖𝑏(3−𝜁)𝜕𝜉𝐷42.

(5.2.52)

𝑣1 =
2∑︁

𝑗=1

(𝜕𝜉𝑆𝑗 + 𝑏𝜕𝜉𝑆𝑗+2),

𝑣3 =
2∑︁

𝑗=1

(−1)𝑗+1(𝑖𝑎𝜕𝜉𝑆𝑗 + 𝑖𝜕𝜉𝑆𝑗+2),

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

∞∑︁
𝑗=1

(𝑀1𝑆𝑗 +𝑀2𝑆𝑗+2),

𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

2∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗+1(𝑖𝑎𝜕2𝜉𝑆𝑗 + 𝑖𝑔𝜕2𝜉𝑆𝑗+2),

(5.2.53)

𝑀1 = 𝑔𝜕2𝜉 +
1

2
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉,

𝑀2 = 𝑏𝜕𝜉 +
1

2𝑏
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

(︀
𝑏+

1

2𝑏

)︀𝐵′

𝐵
𝜕𝜉.

(5.2.54)

Введём аналоги объёмного и сдвигового потенциалов Ламе 𝜙 и 𝜓, разделяя

их на 2 части, соответствующие направлениям распространения возмущений, и

разложим их в ряды, соответствующие разложению (5.2.37):
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𝜙 = 𝜙1 + 𝜙2, 𝜓 = 𝜓1 + 𝜓2,

𝜙𝑖 = 𝜙𝑖0 + 𝜙𝑖𝑎 + 𝜙𝑖𝑏, 𝜓𝑖 = 𝜓𝑖0 + 𝜓𝑖𝑎 + 𝜓𝑖𝑏,

𝜙10 = 𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷10, 𝜙1𝑎 = 𝑒𝑖𝑎(3+𝜁)𝜕𝜉𝐷11, 𝜙1𝑏 = 𝑒𝑖(𝑎+2𝑏+𝑎𝜁)𝜕𝜉𝐷12,

𝜙20 = 𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷20, 𝜙2𝑎 = 𝑒𝑖𝑎(3−𝜁)𝜕𝜉𝐷21, 𝜙2𝑏 = 𝑒𝑖𝑎(𝑎+2𝑏−𝑎𝜁)𝜕𝜉𝐷22,

𝜙10 = 𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷30, 𝜙1𝑎 = 𝑒𝑖(2𝑎+𝑏+𝑏𝜁)𝜕𝜉𝐷31, 𝜙1𝑏 = 𝑒𝑖𝑏(3+𝜁)𝜕𝜉𝐷32,

𝜙20 = 𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷40, 𝜙2𝑎 = 𝑒𝑖(2𝑎+𝑏−𝑏𝜁)𝜕𝜉𝐷41, 𝜙2𝑏 = 𝑒𝑖𝑏(3−𝜁)𝜕𝜉𝐷42.

(5.2.55)

Разложения потенциальных функций определяются эллиптическими урав-

нениями аналогично (5.2.34):

𝑎2
𝜕2𝜙𝑖𝑗

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝜙𝑖𝑗

𝜕𝜁2
= 0, 𝑖 = 1, 2; 𝑗 = 0, 𝑎, 𝑏,

𝑏2
𝜕2𝜓𝑖𝑗

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝜓𝑖𝑗

𝜕𝜁2
= 0, 𝑖 = 1, 2; 𝑗 = 0, 𝑎, 𝑏

(5.2.56)

при следующих граничных условиях, полученных из операторных уравнений

(5.2.48) – (5.2.50) (уравнения граничных условий для 𝜙𝑖0, 𝜓𝑖0 выведены ранее

для асимптотически главного приближения):

𝐿1𝜓1𝑎 = −2æ𝑅𝑎𝐵𝜔

𝑔

𝜕2𝜓20

𝜕𝜉2
, 𝜁 = −1,

𝐿1𝜓2𝑎 = −2æ𝑅𝑎𝐵𝜔

𝑔

𝜕2𝜓10

𝜕𝜉2
, 𝜁 = 1,

𝐿1𝜓1𝑏 = −æ𝑅𝐵𝜔

(︁
2
𝜕2𝜙20

𝜕𝜉2
+ 𝜀𝐾

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙20

𝜕𝜉

)︁
, 𝜁 = −1,

𝐿1𝜓2𝑏 = −æ𝑅𝐵𝜔

(︁
2
𝜕2𝜙10

𝜕𝜉2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙10

𝜕𝜉

)︁
, 𝜁 = 1,

(5.2.57)
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𝐿2𝜙1𝑎 + 𝐿3𝜓1𝑎 =
(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁𝜕2𝜙20

𝜕𝜉2
− æ2

2𝑎

𝜕2𝜙20

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙20

𝜕𝜉
, 𝜁 = −1,

𝐿2𝜙2𝑎 + 𝐿3𝜓2𝑎 =
(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁𝜕2𝜙10

𝜕𝜉2
− æ2

2𝑎

𝜕2𝜙10

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙10

𝜕𝜉
, 𝜁 = 1,

𝐿2𝜙1𝑏 + 𝐿3𝜓1𝑏 =
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜓20

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜓20

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓20

𝜕𝜉
, 𝜁 = −1,

𝐿2𝜙2𝑏 + 𝐿3𝜓2𝑏 =
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜓10

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜓10

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓10

𝜕𝜉
, 𝜁 = 1,

(5.2.58)

𝐿1 = æ2
𝑅

𝜕2

𝜕𝜉2
− 𝜕2

𝜕𝜏 2
+ 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
,

𝐿2 =
(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁ 𝜕2
𝜕𝜉2

− æ2

2𝑎

𝜕2

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕

𝜕𝜉
,

𝐿3 =
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁ 𝜕2
𝜕𝜉2

− 1

2

𝜕2

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕

𝜕𝜉
.

(5.2.59)

Выпишем разрешающие уравнения в исходных размерных координатах.

Уравнения для потенциальных функций:

𝑎2
𝜕2𝜙𝑖𝑗

𝜕𝛼2
+
𝜕2𝜙𝑖𝑗

𝜕𝑧2
= 0, 𝑖 = 1, 2; 𝑗 = 0, 𝑎, 𝑏,

𝑏2
𝜕2𝜓𝑖𝑗

𝜕𝛼2
+
𝜕2𝜓𝑖𝑗

𝜕𝑧2
= 0, 𝑖 = 1, 2; 𝑗 = 0, 𝑎, 𝑏.

(5.2.60)
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Граничные условия для составляющих потенциальных функций 𝜓:

𝐿1𝜓1𝑎 = −2𝑎𝐵𝜔

æ𝑅𝑔

𝜕2𝜙20

𝜕𝛼2
, 𝑧 = −ℎ,

𝐿1𝜓2𝑎 = −2𝑎𝐵𝜔

æ𝑅𝑔

𝜕2𝜙20

𝜕𝛼2
, 𝑧 = ℎ,

𝐿1𝜓1𝑏 = −𝐵𝜔

æ𝑅

(︁
2
𝜕2𝜙20

𝜕𝜉2
+ 𝜀𝐾

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙20

𝜕𝜉

)︁
, 𝑧 = −ℎ,

𝐿1𝜓2𝑏 = −𝐵𝜔

æ𝑅

(︁
2
𝜕2𝜙10

𝜕𝜉2
+ 𝜀𝐾

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙10

𝜕𝜉

)︁
, 𝑧 = ℎ,

𝐿1 =
𝜕2

𝜕𝛼2
− 1

𝑐2𝑅

𝜕2

𝜕𝜏 2
+

𝑘𝑐
æ2

𝑅

𝐵′

𝐵

𝜕

𝜕𝛼
.

(5.2.61)

Граничные условия для составляющих потенциальной функции 𝜙:

𝐿2𝜙1𝑎 + 𝐿3𝜓1𝑎 =
(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁𝜕2𝜙20

𝜕𝛼2
− æ2æ2

𝑅

2𝑎𝑐2𝑅

𝜕2𝜙20

𝜕𝑡2
+

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙20

𝜕𝛼
, 𝑧 = −ℎ,

𝐿2𝜙2𝑎 + 𝐿3𝜓2𝑎 =
(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁𝜕2𝜙10

𝜕𝛼2
− æ2æ2

𝑅

2𝑎𝑐2𝑅

𝜕2𝜙10

𝜕𝑡2
+

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙10

𝜕𝛼
, 𝑧 = ℎ,

𝐿2𝜙1𝑏 + 𝐿3𝜓1𝑏 =
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜓20

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2𝑐2𝑅

𝜕2𝜓20

𝜕𝑡2
+
𝐵′

𝐵

𝜕𝜓20

𝜕𝛼
, 𝑧 = −ℎ,

𝐿2𝜙2𝑏 + 𝐿3𝜓2𝑏 =
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜓10

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2𝑐2𝑅

𝜕2𝜓10

𝜕𝑡2
+
𝐵′

𝐵

𝜕𝜓10

𝜕𝛼
, 𝑧 = ℎ,

𝐿2 =
(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁ 𝜕2

𝜕𝛼2
− æ2æ2

𝑅

2𝑎𝑐2𝑅

𝜕2

𝜕𝑡2
+

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕

𝜕𝛼
,

𝐿3 =
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁ 𝜕2

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2𝑐2𝑅

𝜕2

𝜕𝑡2
+
𝐵′

𝐵

𝜕

𝜕𝛼
.

(5.2.62)

Перемещения и напряжения выражаются через потенциальные функции

по формулам (5.2.36).
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5.3 Асимптотический вывод уравнений

эллиптического погранслоя в оболочках

вращения произвольного профиля при

ударных торцевых нагрузках

Рассмотрим следующий случай ударного воздействия типа NW – случай

ударного воздействия на торец 𝛼 = 0 полубесконечной оболочки вращения:

𝜎13 = 𝐼𝐻(𝑡), 𝑣1 = 0, (5.3.1)

где 𝐼 – амплитуда нагрузки. Будем считать, что лицевые поверхности свободны

от напряжений. В безразмерных координатах (5.1.5) рассматриваемые гранич-

ные условия запишутся в виде:

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

= 𝐼*𝐻(𝑡), 𝑣1 = 0, (5.3.2)

где 𝐼* = 2(1 + 𝜈)ℎ𝐼/𝐸. Звёздочки в дальнейшем будем опускать.

В работах [94] – [96] построен эллиптический погранслой при ударных воз-

действиях на торец пластин и цилиндрических оболочек. Как и в предыдущем

параграфе, используем этот опыт для построения искомого погранслоя при воз-

действии на торец оболочки вращения произвольного профиля.

Сведём рассматриваемую задачу к эквивалентной задаче для бесконечной

оболочки. Для этого сначала выделим частное решение исходных уравнений,

удовлетворяющее только торцевым условиям (5.3.2). В указанных работах это

частное решение строилось элементарно, исходя из системы уравнений в част-

ных производных с постоянными коэффициентами. В рассматриваемом случае

уравнений с переменными коэффициентами для оболочки вращения, искомое

частное решение может быть получено приближённо с помощью метода при-
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фронтовой асимптотики.

Согласно простейшему варианту метода прифронтовой асимптотики, ши-

роко использованному в [106] для определения слабо изменяющихся по про-

дольной координате и времени компонент нестационарного НДС оболочек вра-

щения, искомое решение представляется в виде разложения в ряд по степе-

ням отклонения продольной координаты от фронтов волн. В рассматриваемом

случае построения частного решения, удовлетворяющего уравнениям (5.2.3) и

только граничным условиям при 𝜉 = 0 (5.3.2), перейдём сначала в этих уравне-

ниях к переменным 𝜉0, 𝜏0 и будем искать частное решение в следующем виде

(обозначим его верхним индексом «0»):

𝑣
(0)
1 = 0,

𝑣
(0)
3 = −𝐼

∞∑︁
𝑛=1

𝐹𝑛(𝜉0)(𝜏0 − 𝜉0)
𝑛𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝜎
(0)
11 = 𝜎

(0)
33 = 0,

𝜎
(0)
13 = 𝐼

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛𝐹𝑛(𝜉0)− 𝐹 ′
𝑛−1(𝜉0)](𝜏0 − 𝜉0)

𝑛−1𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

(5.3.3)

где 𝐹𝑛(𝜉0) – неизвестные функции, определяемые при подстановке (5.3.3) в урав-

нения движения (5.2.3):

∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝑛
(︁
2
𝑑𝐹𝑛

𝑑𝜉0
+
𝐵′

𝐵
𝐹𝑛

)︁
− 𝑑2𝐹𝑛−1

𝑑𝜉20
− 𝐵′

𝐵

𝑑𝐹𝑛−1

𝑑𝜉0

]︁
(𝜏0 − 𝜉0)

𝑛 = 0. (5.3.4)

Зацепляющуюся систему уравнений для 𝐹𝑛 получим из (5.3.4), приравни-

вая нулю члены при степенях (𝜏0 − 𝜉0)
𝑛:
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2
𝑑𝐹𝑛

𝑑𝜉0
+
𝐵′

𝐵
𝐹𝑛 =

1

𝑛

(︁𝑑2𝐹𝑛−1

𝑑𝜉20
+
𝐵′

𝐵

𝑑𝐹𝑛−1

𝑑𝜉0

)︁
, 𝑛 = 1, 2, 3... (5.3.5)

Решение системы (5.3.5) имеет вид:

𝐹𝑛 =
𝐶𝑛√
𝐵

+
1

2𝑛
√
𝐵

∫︁ 𝜉0

0

1√
𝐵

𝑑

𝑑𝜉0

(︁ 1

𝐵

𝑑𝐹𝑛−1

𝑑𝜉0

)︁
𝑑𝜉0, 𝑛 = 1, 2, 3..., (5.3.6)

где 𝐹0 = 0, 𝐶𝑛 – постоянные интегрирования. Тогда частное решение (5.3.3) с

учётом граничных условий (5.3.2) принимает окончательную форму:

𝑣
(0)
1 = 0,

𝑣
(0)
3 = −𝐼

[︁
(𝜏0 − 𝜉0)

√︂
𝐵(0)

𝐵
+

∞∑︁
𝑛=2

Φ𝑛(𝜉0)(𝜏0 − 𝜉0)
𝑛
]︁
𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝜎
(0)
13 = 𝐼

[︁√︂𝐵(0)

𝐵
+

∞∑︁
𝑛=2

(𝑛Φ𝑛 − Φ′
𝑛−1)(𝜏0 − 𝜉0)

𝑛−1
]︁
𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝜎
(0)
11 = 𝜎

(0)
33 = 0,

Φ1 =

√︂
𝐵(0)

𝐵
,

Φ𝑛 =
1

2𝑛
√
𝐵

∫︁ 𝜉0

0

1√
𝐵

𝑑

𝑑𝜉0

(︁ 1

𝐵

𝑑Φ𝑛−1

𝑑𝜉0

)︁
𝑑𝜉0.

(5.3.7)

При этом, для удовлетворения граничным условиям, были приняты следующие

выражения для постоянных интегрирования из (5.3.6):

𝐶1 =
√︀
𝐵(0), 𝐶𝑛 = 0, 𝑛 > 1. (5.3.8)

Представим решение нашей задачи в виде суммы
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НДС = НДС(0) + НДС(1), (5.3.9)

где составляющая с индексом «0» определяется построенным частным реше-

нием, а задачу для второй составляющей назовём эквивалентной. Для экви-

валентной задачи должны быть поставлены следующие граничные условия на

торце и лицевых поверхностях:

𝜕𝑣
(1)
3

𝜕𝜉
= 0, 𝑣

(1)
1 = 0, 𝜉 = 0,

𝜎
(1)
33 = 0,

𝜎
(1)
13 = −𝐼

[︁√︂𝐵(0)

𝐵
+

∞∑︁
𝑛=2

(𝑛Φ𝑛 − Φ′
𝑛−1)(𝜏0 − 𝜉0)

𝑛−1
]︁
×

×𝐻(𝜏0 − 𝜉0), 𝜁 = ±1.

(5.3.10)

Анализ показывает, что для решения с граничными условиями (5.3.10)

деформированное торцевое сечение прямолинейно и перпендикулярно к оси

𝜉. Рассмотрим сначала оболочку вращения с плоской торцевой поверхностью,

представленную на рисунке 5.2. Тогда бесконечная оболочка вращения, состо-

ящая из двух таких состыкованных полубесконечных оболочек (рисунок 5.3),

с нагружением, симметричным относительно оси 𝜁 и определённым граничны-

ми условиями (5.3.10), имеет НДС, соответствующее исходной полубесконечной

оболочке. В этом случае задача для этой бесконечной оболочки эквивалентна

исходной задаче для оболочки исходной, полубесконечной.

Следовательно, бесконечная оболочка вращения с симетричным относи-

тельно оси 𝜁 нагружением на лицевые поверхности, определённым граничным

условиям (5.3.10), имеет НДС, соответствующее полубесконечной оболочке, а

задача для неё эквивалентна исходной задаче для полубесконечной оболочки

(рисунок 5.3).
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Рисунок 5.2 — Схема нагружения на лицевые поверхности полубесконечной
оболочки в эквивалентной задаче

Рисунок 5.3 — Схема нагружения на лицевые поверхности бесконечной
оболочки в случае эквивалентной задачи
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Перейдём к исследованию эквивалентной задачи для бесконечной оболоч-

ки вращения. Как и ранее, введём операторные обозначения (5.2.5), запишем

уравнения движения и закон Гука в операторной форме (5.2.6), (5.2.7). Реше-

ние операторных уравнений сохраняют форму (5.2.11), (5.2.12). Подставляя эти

решения в граничные условия (5.3.10) при 𝜁 = ±1, получаем систему алгебра-

ических уравнений для 𝐷𝑖:

𝛾21𝐷1 + 𝛾21𝑒
𝑖2𝛼1𝐷2 +

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷3 +

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝑒

𝑖2𝛽1𝐷4 = 0,

𝛾21𝑒
𝑖2𝛼1𝐷1 + 𝛾21𝐷2 +

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝑒

𝑖2𝛽1𝐷3 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷4 = 0,

𝑖𝜕𝜉𝛼1𝐷1 − 𝑖𝜕𝜉𝛼1𝑒
𝑖2𝛼1𝐷2 + 𝑖𝛾21𝐷3 − 𝑖𝛾21𝑒

𝑖2𝛽1𝐷4 = −𝑆,

𝑖𝜕𝜉𝛼1𝑒
𝑖2𝛼1𝐷1 − 𝑖𝜕𝜉𝛼1𝐷2 + 𝑖𝛾21𝑒

𝑖2𝛽1𝐷3 − 𝑖𝛾21𝐷4 = −𝑆,

(5.3.11)

𝑆 = 𝐼
1√
𝐵

[︁
1 +

∞∑︁
𝑛=2

(︀
𝑛Φ𝑛 − Φ′

𝑛−1)(𝜏0 − 𝜉0)
𝑛
]︁
𝐻(𝜏0 − 𝜉0), 𝜉0 > 0,

𝑆 = −𝐼 1√
𝐵

[︁
1 +

∞∑︁
𝑛=2

(︀
𝑛Φ𝑛 − Φ′

𝑛−1)(𝜏0 + 𝜉0)
𝑛
]︁
𝐻(𝜏0 + 𝜉0), 𝜉0 < 0.

(5.3.12)

Как и в параграфе 5.2, получим простейшее приближение уравнений для

граничных условий, пренебрегая в уравнениях (5.3.11) членами с множителями

𝑒𝑖2𝛼1, 𝑒𝑖2𝛽1. Это соответствует рассмотрению волн, инициированных поверхно-

стями 𝜁 = −1 и 𝜁 = 1 без отражения от противоположных поверхностей. Тогда

получаем следующий вид алгебраической системы:
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𝛾21𝐷1 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷3 = 0,

𝛾21𝐷2 +
(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷4 = 0,

𝑖𝜕𝜉𝛼1𝐷1 + 𝑖𝛾21𝐷3 = −𝑆,

𝑖𝜕𝜉𝛼1𝐷2 + 𝑖𝛾21𝐷4 = 𝑆.

(5.3.13)

Получим из (5.3.13) выражения для 𝐷1 и 𝐷2 через 𝐷3 и 𝐷4:

𝐷1 = − 1

𝛾21

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷3, 𝐷2 = − 1

𝛾21

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛽1𝐷4 (5.3.14)

Подставляя полученные выражения для𝐷1 и𝐷2 в третье и четвертое уравнения

(5.3.13), получаем разрешающие уравнения для 𝐷3 и 𝐷4:

𝑖
[︁
𝛾41 − 𝜕𝜉

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛼1𝛽1

]︁
𝐷3 = −𝛾21𝑆,

𝑖
[︁
𝛾41 − 𝜕𝜉

(︁
𝜕𝜉 + 𝜀

𝐵′

𝐵

)︁
𝛼1𝛽1

]︁
𝐷4 = 𝛾21𝑆.

(5.3.15)

Рассмотрим теперь большие значения времени 𝜏 ≫ 1. Вводим переменные

𝑦, 𝜏0 по формулам (5.2.22). По формулам (5.2.23) вводим операторы 𝜕𝑦, 𝜕𝜏0.

Тогда получим, аналогично (5.2.24) следующие разрешающие уравнения в опе-

раторной форме:

𝑖
(︁
𝜂2æ𝑅𝜕

2
𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕2𝑦

)︁
𝐷3 = −æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝑦𝑆,

𝑖
(︁
𝜂2æ𝑅𝜕

2
𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕2𝑦

)︁
𝐷4 =

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝑦𝑆.

(5.3.16)

Для наглядности обратного перехода к дифференциальной форме граничных

условий, запишем (5.3.16) в виде:
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(︁
𝜂2æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑖𝜕𝑦𝐷3 = −æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝑦𝑆,

(︁
𝜂2æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑖𝜕𝑦𝐷4 =

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝑦𝑆.

(5.3.17)

Представим асимптотически главную часть первого и второго уравнения

(5.3.13) следующим образом:

[︁
𝑔𝜕2𝑦 − 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 − 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

]︁
𝐷1 +

[︁
𝑏𝜕2𝑦 − 𝜂

æ𝑅

𝑏
𝜕𝑦𝜕𝜏0 − 𝜀

(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

]︁
𝐷3 = 0,

[︁
𝑔𝜕2𝑦 − 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 − 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

]︁
𝐷2 +

[︁
𝑏𝜕2𝑦 − 𝜂

æ𝑅

𝑏
𝜕𝑦𝜕𝜏0 − 𝜀

(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

]︁
𝐷4 = 0.

(5.3.18)

Асимптотические представления выражений для перемещений и напряже-

ний будут отличаться от предыдущих представлений (5.2.26): члены более вы-

сокого порядка малости следует удерживать в представлении напряжений 𝜎13.

Получаем:

𝑣1 = 𝜕𝑦𝑒
𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷1 + 𝜕𝑦𝑒

𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷2 + 𝑏𝜕𝑦𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷3 + 𝑏𝜕𝑦𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4,

𝑣3 = 𝑖𝑎𝜕𝑦𝑒
𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷1 − 𝑖𝑎𝜕𝑦𝑒

𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷2 + 𝑖𝜕𝑦𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷3 − 𝑖𝜕𝑦𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4,

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑔𝜕2𝑦𝑒

𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷1 + 𝑔𝜕2𝑦𝑒
𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷2+

+𝑏𝜕2𝑦𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷3 + 𝑏𝜕2𝑦𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4

]︁
,

𝜎13 = 𝑖
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁(︁
𝑎𝜕2𝑦 + 𝜂

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷1−

−
(︁
𝑎𝜕2𝑦 + 𝜂

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

1

2𝑎
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷2+

+
(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷3−

−
(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4

]︁
.

(5.3.19)
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В исходном операторном виде уравнения (5.3.17), (5.3.18) примут вид

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑖𝜕𝜉𝐷𝑖 =

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝜉𝑆, 𝑖 = 3, 4, (5.3.20)

[︁
𝑔𝜕2𝜉 +

1

2
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

]︁
𝐷𝑖+

+
[︁
𝑏𝜕2𝜉 +

1

2𝑏
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

]︁
𝐷𝑖+2 = 0, 𝑖 = 1, 2.

(5.3.21)

Аналогично преобразуются и выражения (5.3.19) для 𝑣1, 𝑣3, 𝜎13:

𝑣1 = 𝜕𝜉𝑒
𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1 + 𝜕𝜉𝑒

𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2 + 𝑏𝜕𝜉𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3 + 𝑏𝜕𝜉𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4,

𝑣3 = 𝑖𝑎𝜕𝜉𝑒
𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1 − 𝑖𝑎𝜕𝜉𝑒

𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2 + 𝑖𝜕𝜉𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3 − 𝑖𝜕𝜉𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4,

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑔𝜕2𝜉𝑒

𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1 + 𝑔𝜕2𝜉𝑒
𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2+

+𝑏𝜕2𝜉𝑒
𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3 + 𝑏𝜕2𝜉𝑒

𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4

]︁
.

(5.3.22)

Рассмотрим преобразование выражения для 𝜎13. Учитываем, что при 𝜉 > 0

волна распространяется в сторону 𝜉 → +∞, и выражение для 𝜎33 может быть

записано в виде:

𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑖
(︁1
𝑎
𝜕2𝜉 +

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝜉𝜕𝜏 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1−

−𝑖
(︁1
𝑎
𝜕2𝜉 +

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝜉𝜕𝜏 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2+

+𝑖
(︁
(𝑔 + æ2

𝑅)𝜕
2
𝜉 + æ𝑅𝜕𝜉𝜕𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3−

−𝑖
(︁
(𝑔 + æ2

𝑅)𝜕
2
𝜉 + æ𝑅𝜕𝜉𝜕𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4

]︁
.

(5.3.23)

При 𝜉 < 0 рассматриваем волну, распространяющуюся в сторону 𝜉 → −∞.
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При этом переменные 𝑦, 𝜏0, в отличие от (5.2.22), вводятся следующим образом:

𝑦 =
𝜉 + æ𝑅𝜏

𝜂
, 𝜏0 = 𝜂𝜏. (5.3.24)

Тогда в новых операторах 𝜕𝑦, 𝜕𝜏0 разрешающие уравнения примут следующий

вид:

(︁
𝜂2æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 − 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑖𝜕𝑦𝐷3 = −æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝑦𝑆,

(︁
𝜂2æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 − 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑖𝜕𝑦𝐷4 =

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝑦𝑆.

(5.3.25)

Асимптотически главная часть уравнений для 𝐷1, 𝐷2 запишется в форме:

[︁
𝑔𝜕2𝑦 − 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

]︁
𝐷𝑖+

+
[︁
𝑏𝜕2𝑦 − 𝜂

æ𝑅

𝑏
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

]︁
𝐷𝑖+2 = 0, 𝑖 = 1, 2.

(5.3.26)

Асимптотические представления для перемещений 𝑣1, 𝑣3 и напряжения 𝜎33

совпадают с представлениями (5.3.19). Представление же для напряжения 𝜎13

записывается в следующей форме:

𝜎13 = 𝑖
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁(︁
𝑎𝜕2𝑦 − 𝜂

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷1−

−
(︁
𝑎𝜕2𝑦 − 𝜂

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷2+

+
(︁
𝑔𝜕2𝑦 − 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝑦𝐷3−

−
(︁
𝑔𝜕2𝑦 − 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝑦𝐷4

]︁
.

(5.3.27)
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Запишем уравнения (5.3.25), (5.3.26) и выражение (5.3.27) в исходном опера-

торном виде: (︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑖𝜕𝜉𝐷3 =

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝜉𝑆,

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑖𝜕𝜉𝐷4 = −æ𝑅𝐵𝜔

𝑔
𝜕𝜉𝑆,

(5.3.28)

[︁
𝑔𝜕2𝜉 +

1

2
(æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 ) + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

]︁
𝐷𝑖+

+
[︁
𝑏𝜕2𝜉 +

1

2𝑏

(︁
æ2

𝑅𝜕
2
𝜉 − 𝜕2𝜏 + 𝜀(𝑏+

1

2𝑏
)
𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁]︁
𝐷𝑖+2 = 0, 𝑖 = 1, 2.

(5.3.29)

𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑖
(︁1
𝑎
𝜕2𝜉 −

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝜉𝜕𝜏 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑎(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷1−

−𝑖
(︁1
𝑎
𝜕2𝜉 −

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝜉𝜕𝜏 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑎(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷2+

+𝑖
(︁
(𝑔 + æ2

𝑅)𝜕
2
𝜉 − æ𝑅𝜕𝜉𝜕𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑏(1+𝜁)𝜕𝜉𝐷3−

−𝑖
(︁
(𝑔 + æ2

𝑅)𝜕
2
𝜉 − æ𝑅𝜕𝜉𝜕𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑒𝑖𝑏(1−𝜁)𝜕𝜉𝐷4

]︁
.

(5.3.30)

Как и в параграфе 5.2, получим окончательную приближённую форму

уравнений для малых окрестностей условного фронта поверхностных волн

Рэлея. Введём потенциальные функции 𝜙 и 𝜓 (аналоги объёмного и сдвиго-

вого потенциалов), разделив их на части для областей 𝜉 > 0 (𝜙+, 𝜓+) и

𝜉 < 0 (𝜙−, 𝜓−), и в соответствии с направлением распространения возмуще-

ний: 𝜙±
1 , 𝜓

±
1 – в положительном направлении оси 𝜁 и 𝜙±

2 , 𝜓
±
2 – в отрицательном

направлении оси 𝜁. При этом для этих потенциалов 𝜙± = 𝜙±
1 +𝜙

±
2 , 𝜓

± = 𝜓±
1 +𝜓

±
2

имеют место следующие выражения:
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𝜙±
1 = exp

[︁
(1 + 𝜁)𝑖𝑎𝜕𝜉

]︁
𝐷±

1 , 𝜙±
2 = exp

[︁
(1− 𝜁)𝑖𝑎𝜕𝜉

]︁
𝐷±

2 ,

𝜓±
1 = exp

[︁
(1 + 𝜁)𝑖𝑏𝜕𝜉

]︁
𝐷±

3 , 𝜓±
2 = exp

[︁
(1− 𝜁)𝑖𝑏𝜕𝜉

]︁
𝐷±

4 .
(5.3.31)

Введём также следующие функции:

Φ±
1 = 𝑖𝑎𝜕𝜉 exp

[︁
(1 + 𝜁)𝑖𝑎𝜕𝜉

]︁
𝐷±

1 , Φ±
2 = −𝑖𝑎𝜕𝜉 exp

[︁
(1− 𝜁)𝑖𝑎𝜕𝜉

]︁
𝐷±

2 ,

Ψ±
1 = 𝑖𝑏𝜕𝜉 exp

[︁
(1 + 𝜁)𝑖𝑏𝜕𝜉

]︁
𝐷±

3 , Ψ±
2 = −𝑖𝑏𝜕𝜉 exp

[︁
(1− 𝜁)𝑖𝑏𝜕𝜉

]︁
𝐷±

4 ,

(5.3.32)

которые связаны с функциями 𝜙±
𝑖 , 𝜓

±
𝑖 (𝑖 = 1, 2) следующим образом:

Φ±
𝑖 =

𝜕𝜙±
𝑖

𝜕𝜁
, Ψ±

𝑖 = ±𝜕𝜓
±
𝑖

𝜕𝜁
, 𝑖 = 1, 2. (5.3.33)

Введённые потенциальные функции будут описываться уравнениями (5.2.31).

Уравнения граничных условий для областей 𝜉 > 0 и 𝜉 < 0 запишутся в единой

форме в виде:

æ2
𝑅

𝜕2Ψ±
1

𝜕𝜉2
− 𝜕2Ψ±

1

𝜕𝜏 2
+ 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵

𝜕Ψ±
1

𝜕𝜉
=

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

𝜕𝑆

𝜕𝜉
, 𝜁 = −1,

æ2
𝑅

𝜕2Ψ±
2

𝜕𝜉2
− 𝜕2Ψ±

2

𝜕𝜏 2
+ 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵

𝜕Ψ±
2

𝜕𝜉
= −æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

𝜕𝑆

𝜕𝜉
, 𝜁 = 1,

(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜙±
𝑖

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜙±
𝑖

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙±
𝑖

𝜕𝜉
+

+
(︁
𝑏+

æ2
𝑅

2𝑏

)︁𝜕2𝜓±
𝑖

𝜕𝜉2
− 1

2𝑏

𝜕2𝜓±
𝑖

𝜕𝜏 2
+

+𝜀
(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵

𝜕𝜓±
𝑖

𝜕𝜉
= 0, 𝑖 = 1, 2, 𝜁 = ∓1.

(5.3.34)

Перемещения и напряжения выражаются через введённые потенциальные функ-
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ции в единой форме следующим образом:

𝑣1 =
𝜕𝜙±

1

𝜕𝜉
+
𝜕𝜙±

2

𝜕𝜉
+ 𝑏

𝜕𝜓±
1

𝜕𝜉
+ 𝑏

𝜕𝜓±
2

𝜕𝜉
,

𝑣3 =
𝜕𝜙±

1

𝜕𝜁
+
𝜕𝜙±

2

𝜕𝜁
+

1

𝑏

𝜕𝜓±
1

𝜕𝜁
+

1

𝑏

𝜕𝜓±
2

𝜕𝜁
,

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑔
𝜕2𝜙±

1

𝜕𝜉2
+ 𝑔

𝜕𝜙±
2

𝜕𝜉2
+ 𝑏

𝜕2𝜓±
1

𝜕𝜉2
+ 𝑏

𝜕2𝜓±
2

𝜕𝜉2

]︁
,

𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁ 1
𝑎2
𝜕2𝜙±

1

𝜕𝜉𝜕𝜁
± æ2æ𝑅

𝑎2
𝜕2𝜙±

1

𝜕𝜁𝜕𝜏
+ 𝜀

1

2𝑎2
𝐵′

𝐵

𝜕𝜙±
1

𝜕𝜁
+

+
1

𝑎2
𝜕2𝜙±

2

𝜕𝜉𝜕𝜁
± æ2æ𝑅

𝑎2
𝜕𝜙±

2

𝜕𝜁𝜕𝜏
+ 𝜀

1

2𝑎2
𝐵′

𝐵

𝜕𝜙±
2

𝜕𝜁
+

+
𝑔 + æ2

𝑅

𝑏

𝜕2𝜓±
1

𝜕𝜉𝜕𝜁
± æ𝑅

𝑏

𝜕2𝜓±
1

𝜕𝜁𝜕𝜏
+ 𝜀

1

𝑏

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓±
1

𝜕𝜁
+

+
𝑔 + æ2

𝑅

𝑏

𝜕2𝜓±
2

𝜕𝜉𝜕𝜁
± æ𝑅

𝑏

𝜕2𝜓±
2

𝜕𝜁𝜕𝜏
+ 𝜀

1

𝑏

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓±
2

𝜕𝜁

]︁
.

(5.3.35)

Запишем разрешающие уравнения в исходной размерной форме, общей для

областей 𝛼 > 0 и 𝛼 < 0. Уравнения для потенциальных функций сохраняют

форму (5.2.34), а граничные условия и выражения для перемещений и напря-

жений получат следующий вид:
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𝜕2Ψ±
1

𝜕𝛼2
− 1

𝑐2𝑅

𝜕2Ψ±
1

𝜕𝑡2
+

𝑘𝑐
æ2

𝑅

𝐵′

𝐵

𝜕Ψ±
1

𝜕𝛼
=

𝐵𝜔

𝑔æ𝑅

𝜕𝑆

𝜕𝛼
, 𝑧 = −ℎ,

𝜕2Ψ±
2

𝜕𝛼2
− 1

𝑐2𝑅

𝜕2Ψ±
2

𝜕𝑡2
+

𝑘𝑐
æ2

𝑅

𝐵′

𝐵

𝜕Ψ±
2

𝜕𝛼
= − 𝐵𝜔

𝑔æ𝑅

𝜕𝑆

𝜕𝛼
, 𝑧 = ℎ,

Ψ±
𝑖 = ±ℎ𝜕𝜓

±
𝑖

𝜕𝑧
, 𝑖 = 1, 2,

(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜙±
𝑖

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2𝑐2𝑅

𝜕2𝜙±
𝑖

𝜕𝑡2
+
𝐵′

𝐵

𝜕𝜙±
𝑖

𝜕𝛼
+

+
(︁
𝑏+

æ2
𝑅

2𝑏

)︁𝜕2𝜓±
𝑖

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2𝑏𝑐2𝑅

𝜕2𝜓±
𝑖

𝜕𝑡2
+

+
(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵

𝜕𝜓±
𝑖

𝜕𝛼
= 0, 𝑖 = 1, 2, 𝑧 = −ℎ.

(5.3.36)

𝑣1 = ℎ
(︁𝜕𝜙±

1

𝜕𝛼
+
𝜕𝜙±

2

𝜕𝛼
+ 𝑏

𝜕𝜓±
1

𝜕𝛼
+ 𝑏

𝜕𝜓±
2

𝜕𝛼

)︁
,

𝑣3 = ℎ
(︁𝜕𝜙±

1

𝜕𝑧
+
𝜕𝜙±

2

𝜕𝑧
+ 𝑏

𝜕𝜓±
1

𝜕𝑧
+ 𝑏

𝜕𝜓±
2

𝜕𝑧

)︁
,

𝜎33 = − 𝐸ℎ

1 + 𝜈

(︁
𝑔
𝜕2𝜙±

1

𝜕𝛼2
+ 𝑔

𝜕2𝜙±
2

𝜕𝛼2
+ 𝑏

𝜕2𝜓±
1

𝜕𝛼2
+ 𝑏

𝜕2𝜓±
2

𝜕𝛼2

)︁
,

𝜎13 =
𝐸ℎ

1 + 𝜈

(︁ 1

𝑎2
𝜕2𝜙±

1

𝜕𝛼𝜕𝑧
± æ2æ2

𝑅

𝑎2𝑐𝑅

𝜕2𝜙±
1

𝜕𝑧𝜕𝑡
+

1

2𝑎2
𝐵′

𝐵

𝜕𝜙±
1

𝜕𝑧
+

+
1

𝑎2
𝜕2𝜙±

2

𝜕𝛼𝜕𝑧
± æ2æ2

𝑅

𝑎2𝑐𝑅

𝜕2𝜙±
2

𝜕𝑧𝜕𝑡
+

1

2𝑎2
𝐵′

𝐵

𝜕𝜙±
2

𝜕𝑧
+

+
𝑔 + æ2

𝑅

𝑏

𝜕2𝜓±
1

𝜕𝛼𝜕𝑧
± æ2

𝑅

𝑏𝑐𝑅

𝜕2𝜓±
1

𝜕𝑧𝜕𝑡
+

1

𝑏

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓±
1

𝜕𝑧
+

+
𝑔 + æ2

𝑅

𝑏

𝜕2𝜓±
2

𝜕𝛼𝜕𝑧
± æ2

𝑅

𝑏𝑐𝑅

𝜕2𝜓±
2

𝜕𝑧𝜕𝑡
+

1

𝑏

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓±
2

𝜕𝑧

)︁
.

(5.3.37)

Для удобства использования интегрального преобразования Фурье по про-
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дольной координате в случае решения задач для цилиндрической оболочки,

найдём новое асимптотическое представление для напряжения 𝜎13. Вернёмся к

символической форме решения (5.3.19). Запишем это представление в виде:

𝜕𝑦𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁
𝑖𝜕𝑦

(︁
𝑎𝜕2𝑦 + 𝜂

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
exp

[︁
𝑖𝑎(1 + 𝜁)𝜕𝑦

]︁
𝐷1−

−𝑖𝜕𝑦
(︁
𝑎𝜕2𝑦 + 𝜂

æ2æ𝑅

𝑎
𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
exp

[︁
𝑖𝑎(1− 𝜁)𝜕𝑦

]︁
𝐷2+

+𝑖𝜕𝑦

(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
exp

[︁
𝑖𝑏(1 + 𝜁)𝜕𝑦

]︁
𝐷3−

−𝑖𝜕𝑦
(︁
𝑔𝜕2𝑦 + 𝜂æ𝑅𝜕𝑦𝜕𝜏0 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝑦

)︁
exp

[︁
𝑖𝑏(1− 𝜁)𝜕𝑦

]︁
𝐷4

]︁
.

(5.3.38)

Вернёмся в (5.3.38) к исходным операторам, получим следующую зависимость:

𝜕𝜉𝜎13 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁(︁2− æ2æ2
𝑅

2𝑎
𝜕2𝜉 −

æ2

2𝑎
𝜕2𝜏 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑖𝜕𝜉 exp

[︁
𝑖𝑎(1 + 𝜁)𝜕𝑦

]︁
𝐷1−

−
(︁2− æ2æ2

𝑅

2𝑎
𝜕2𝜉 −

æ2

2𝑎
𝜕2𝜏 + 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑖𝜕𝜉 exp

[︁
𝑖𝑎(1− 𝜁)𝜕𝑦

]︁
𝐷2+

+
(︁
𝜕2𝜉 −

1

2
𝜕2𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑖𝜕𝜉 exp

[︁
𝑖𝑏(1 + 𝜁)𝜕𝑦

]︁
𝐷3−

−
(︁
𝜕2𝜉 −

1

2
𝜕2𝜏 + 𝜀

𝐵′

𝐵
𝜕𝜉

)︁
𝑖𝜕𝜉 exp

[︁
𝑖𝑏(1− 𝜁)𝜕𝑦

]︁
𝐷4

]︁
.

(5.3.39)

Из представления (5.3.39) следует удобное для использования интегрально-

го преобразования Фурье по продольной координате представление для области

𝜉 > 0 производной от напряжения 𝜎13 по продольной координате:
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𝜕𝜎13
𝜕𝜉

=
𝐸ℎ

(1 + 𝜈)ℎ

(︁2− æ2æ2
𝑅

2𝑎

𝜕2Φ+
1

𝜕𝜉2
− æ2

2𝑎

𝜕2Φ+
1

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕Φ+
1

𝜕𝜉
−

−2− æ2æ2
𝑅

2𝑎

𝜕2Φ+
2

𝜕𝜉2
+

æ2

2𝑎

𝜕2Φ+
2

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕Φ+
2

𝜕𝜉
+

+
𝜕2Ψ+

1

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2Ψ+
1

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕Ψ+
1

𝜕𝜉
−

−𝜕
2Ψ+

2

𝜕𝜉2
+

1

2

𝜕2Ψ+
2

𝜕𝜏 2
− 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕Ψ+
2

𝜕𝜉

)︁
.

(5.3.40)

Отметим, что выражение (5.3.40) будет справедливо и при 𝜉 < 0. Запишем

окончательный вид выражения для определения касательного напряжения в

размерной форме:

𝜕𝜎13
𝜕𝛼

=
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

(︁2− æ2æ2
𝑅

2𝑎

𝜕2Φ±
1

𝜕𝛼2
− æ2æ2

𝑅

2𝑎

1

𝑐2𝑅

𝜕2Φ±
1

𝜕𝑡2
+

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕Φ±
1

𝜕𝛼
−

−2− æ2æ2
𝑅

2𝑎

𝜕2Φ±
2

𝜕𝛼2
+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

1

𝑐2𝑅

𝜕2Φ±
2

𝜕𝑡2
− 1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕Φ±
2

𝜕𝛼
+

+
𝜕2Ψ±

1

𝜕𝛼2
− æ2

𝑅

2

1

𝑐2𝑅

𝜕2Ψ±
1

𝜕𝑡2
+
𝐵′

𝐵

𝜕Ψ±
1

𝜕𝛼
−

−𝜕
2Ψ±

2

𝜕𝛼2
+

æ2
𝑅

2

1

𝑐2𝑅

𝜕2Ψ±
2

𝜕𝑡2
− 𝐵′

𝐵

𝜕Ψ±
2

𝜕𝛼

)︁
.

(5.3.41)

Полученные асимптотические разрешающие уравнения для класса оболо-

чек с плоской торцевой поверхностью (рисунок 5.2) описывают эллиптический

погранслой в бесконечной оболочке, вызванный ударной нагрузкой на лице-

вой поверхности, задаваемой касательным напряжением по формуле (5.3.10),

движущимся со скоростью волны сдвига. Выведенные уравнения описывают

эллиптический погранслой и в полубесконечной оболочке с неплоской торцевой

поверхностью, но в этом случае не будут автоматически выполняться торцевые
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граничные условия из (5.3.10).

Однако ударная нагрузка на лицевую поверхность будет по прежнему ока-

зывать доминирующее влияние на формирование эллиптического погранслоя.
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Глава 6

Асимптотическая теория нестационарного НДС

упругих оболочек вращения при торцевых и

поверхностных воздействиях нормального типа

Предполагаем, что искомое нестационарное НДС можно представить с по-

мощью таких составляющих, как изгибная составляющая теории Кирхгофа-

Лява, эллиптический погранслой, антисимметричная коротковолновая высоко-

частотная составляющая и гиперболический погранслой в окрестности фронта

волны сдвига. Уравнения для изгибной составляющей и антисимметричного

коротковолнового высокочастотного приближения приведены в Главе 1. Урав-

нения для гиперболического погранслоя выведены в Главе 2, а уравнения для

эллиптического погранслоя – в Главе 5. Доказательство корректности рассмат-

риваемого асимптотического подхода основано на доказательстве существова-

ния и определения границ следующих областей согласования:

B5 – область согласования изгибной составляющей и коротковолновой высоко-

частотной составляющей,

B4,B3 – области согласования коротковолновой высокочастотной составляю-

щей и эллиптического погранслоя,

B2,B1 – области согласования коротковолновой высокочастотной составляю-

щей и гиперболического погранслоя.

В предшествующей главе, во введении, подробно описано развитие мето-

да асимптотического интегрирования трёхмерных уравнений теории упругости

применительно к эллиптическому погранслою, когда вначале рассматриваются

задачи для простейших геометрических объектов, таких как пластина и ци-

линдрическая оболочка. И только после этого осуществляется переход к рас-
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смотрению общего вида тонких оболочек на примере произвольных оболочек

вращения.

В рассматриваемом случае ударных воздействий нормального типа метод

расчленения нестационарного НДС на составляющие с различными показате-

лями изменяемости и динамичности рассматривался для простейших геомет-

рических объектов (пластины и цилиндрические оболочки). Как и в модель-

ном случае, в общей теории наличие указанных ранее областей согласования

доказывает корректность применяемой асимптотической схемы представления

решения для нестационарных волн в различных областях фазовой плоскости

различными приближёнными теориями.

Решения для всех приближённых теорий строятся различными асимптоти-

ческими методами, основанными на применении интегральных преобразований,

разложений в степенные ряды, методов прифронтовой асимптотики и разложе-

ний в ряды по специальным функциям. Так, решение для изгибной составляю-

щей Кирхгофа-Лява получено, как и в Главе 4, с помощью метода экспоненци-

альных представлений в пространстве преобразования Лапласа по временной

переменной и разложении оригиналов в ряд по специальным функциям 𝐷𝑚,𝑐 и

𝐷𝑚,𝑠, введенным в [106].

Методика решения для гиперболического погранслоя в окрестности фрон-

та волны расширения, описанная в Главе 3 и в Главе 4 используется в настоящей

главе для построения гиперболического погранслоя в окрестности фронта вол-

ны сдвига: решение здесь получено на базе разложения решения для модельной

задачи в ряд по модам колебаний в пространстве преобразования Лапласа на

основе асимптотического представления решения для мод в рассматриваемом

случае произвольных оболочек.

Решение для эллиптического погранслоя строится в два этапа. На первом

этапе решение в малой окрестности фронта поверхностной волны Рэлея ищет-

ся с помощью двукратных интегральных преобразований – Лапласа по време-

ни и Фурье по продольной координате – для частного случая цилиндрических
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оболочек.

На втором этапе полученное решение для цилиндрической оболочки обоб-

щается на общий случай оболочек вращения. Здесь методом экспоненциальных

представлений в пространстве изображений по Лапласу сначала строится ре-

шение для потенциальных функций на лицевой поверхности оболочки, а затем

оно используется для построения полного решения для этих функций на базе

системы эллиптических уравнений с помощью интегрального преобразования

Фурье по продольной координате.

6.1 Схема расчленения нестационарного НДС

оболочек вращения произвольного профиля

при ударных торцевых воздействиях нормального

типа

Полная искомая схема расчленения нестационарного НДС при рассматри-

ваемом торцевом воздействии приведена на рисунке 6.1. Необходимо доказать

полноту предлагаемого набора асимптотически приближённых теорий: изгиб-

ной составляющей по теории Кирхгофа-Лява (область R4), наложения изгибной

составляющей и квазистатического погранслоя типа Сен-Венана (область R5),

антисимметричной коротковолновой высокочастотной составляющей (область

R1), эллиптического погранслоя (область R3) и гиперболического погранслоя

в окрестности фронта волны сдвига (область R2). На этом рисунке приведены

также области согласования B5, B4, B3, B2, B1.

На рисунке 6.2 изображена схема областей применимости указанных при-

ближённых теорий в фазовой плоскости (𝛼, 𝑡).
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Рисунок 6.1 — Схема решения для перерезывающей силы 𝑁1 в оболочке
вращения

Рисунок 6.2 — Схема областей применимости асимптотических приближённых
теорий в фазовой плоскости

6.2 Решение для изгибной составляющей теории

Кирхгофа-Лява

Как и ранее, граничным условиям на торце в трёхмерной постановке (1.2.3)

ставим в соответствие граничные условия для рассматриваемой изгибной со-
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ставляющей для случая осесимметричного НДС в форме:

𝑁1 = 2ℎ𝐼𝐻(𝑡), 𝐺1 = 0, (6.2.1)

а начальные условия имеют вид, аналогичный случаю изгибной составляющей

при ударном торцевом воздействии 𝐿𝑀 , представленный формулами (4.2.2).

Алгоритм определения решения для искомой изгибной составляющей пол-

ностью совпадает с алгоритмом, изложенным в параграфе 4.2. Безразмерные

усилия, моменты и перемещения вводятся по формулам (4.2.3), а безразмер-

ные переменные по формулам (4.2.4). Разрешающие уравнения движения и

связь усилий и моментов с перемещениями имеют вид для безразмерных ве-

личин (4.2.7), (4.2.6). Решение этих уравнений ищется в преобразованиях Ла-

пласа по временной переменной. Разрешающие уравнения имеют при этом фор-

му (4.2.10), (4.2.11). Используется метод экспоненциальных представлений для

изображения решений в форме (4.2.13). В результате получаем общее решение

для изображения прогиба в форме (4.2.25). При этом выражение для изобра-

жения изгибающего момента 𝐺𝐿
1 имеет вид (4.2.26), а изображение для перере-

зывающей силы 𝑁1 определяется следующей формулой:

𝑁𝐿
1 =

𝑘3

3
√
𝐵
𝑠3/2
[︁
− 2(𝐶1 +𝐶2) cos(𝑘𝜉

√
𝑠) + 2(𝐶1 −𝐶2) sin(𝑘𝜉

√
𝑠)
]︁
𝑒−𝑘𝜉

√
𝑠, (6.2.2)

где 𝑘 = 31/4/21/2, 𝐶1, 𝐶2 – произвольные постоянные, 𝑠 – параметр преобразо-

вания Лапласа.

Подстановка полученных выражений в граничные условия (6.2.1) для изоб-

ражений, даёт следующее выражение для искомого изображения перерезыва-

ющей силы:

𝑁𝐿
1 =

𝐼√
𝐵

1

𝑠

[︁
cos(𝑘𝜉

√
𝑠)− sin(𝑘𝜉

√
𝑠)
]︁
𝑒−𝑘𝜉

√
𝑠. (6.2.3)

Обращение изображения (6.2.3) выполняется с помощью специальных функ-
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ций 𝐷𝑚,𝑐 и 𝐷𝑚,𝑠, описанных в Главе 4 и определённых формулами (4.2.29)-

(4.2.31). В результате получаем для нулевого приближения разложения реше-

ния в ряд по малому параметру 𝜀1/2 следующее выражение:

𝑁1 = 𝐼

√︂
𝐵(0)

𝐵

[︁
𝐷1,𝑐(𝜏0, 𝑘)−𝐷1,𝑠(𝜏0, 𝑘)

]︁
. (6.2.4)

6.3 Разработка асимптотического решения для

эллиптического погранслоя в оболочках вращения

произвольного профиля при ударном воздействии

нормального типа на лицевые поверхности

Рассмотрим простейшее приближение, описываемое в безразмерной форме

уравнениями (5.2.31) – (5.2.33). Будем рассматривать только волну, иницииру-

емую лицевой поверхностью 𝑧 = −ℎ (𝜁 = −1) и определяемую потенциалами

𝜙1, 𝜓1. Тогда разрешающие уравнения для этой составляющей рассматривае-

мого НДС запишутся в виде:

𝑎2
𝜕2𝜙1

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝜙1

𝜕𝜁2
= 0,

𝑏2
𝜕2𝜓1

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝜓1

𝜕𝜁2
= 0,

(6.3.1)

æ2
𝑅

𝜕2𝜓1

𝜕𝜉2
− 𝜕2𝜓1

𝜕𝜏 2
+ 𝜀𝑘𝑐

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓1

𝜕𝜉
=

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑏
𝑃, 𝜁 = −1,

(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁𝜕2𝜙1

𝜕𝜉2
− æ2

2𝑎

𝜕2𝜙1

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

1

2𝑎

𝐵′

𝐵

𝜕2𝜙1

𝜕𝜉
+

+
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜓1

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜓1

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

1

2

𝐵′

𝐵

𝜕𝜓1

𝜕𝜉
= 0, 𝜁 = −1,

(6.3.2)
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𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜙1

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜙1

𝜕𝜏 2
+ 𝜀

𝐵′

𝐵

𝜕𝜙1

𝜕𝜉
+

+
(︁
𝑏+

æ2
𝑅

2𝑏

)︁𝜕2𝜓1

𝜕𝜉2
− 1

2𝑏

𝜕2𝜓1

𝜕𝜏 2
+ 𝜀
(︁
𝑏+

1

2𝑏

)︁𝐵′

𝐵

𝜕𝜓1

𝜕𝜉

]︁
,

(6.3.3)

𝑘𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑔 – введены в Главе 5, формула (5.2.25).

Рассмотрим ударное воздействие 𝑃 (𝜉, 𝜏) в виде [76]:

𝑃 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑝𝐻(𝜏), |𝜉0| ⩽ 𝑙,

0, |𝜉0| > 𝑙,
(6.3.4)

где 𝑝 – амплитуда нагрузки, 𝐻(𝜏) – единичная функция Хэвисайда, 𝑙 – ширина

(в безразмерном виде) кольца нагрузки на поверхности. Для решения общей

задачи (6.3.1) – (6.3.4) рассмотрим сначала базовую задачу для цилиндриче-

ской оболочки, описываемую следующей системой уравнений с постоянными

коэффициентами:

æ2
𝑅

𝜕2𝜓1

𝜕𝜉2
− 𝜕2𝜓1

𝜕𝜏 2
=

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑏
𝑃, 𝜁 = −1,

(︁
𝑎+

æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁𝜕2𝜙1

𝜕𝜉2
− æ2

2𝑎

𝜕2𝜙1

𝜕𝜏 2
+
(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜓1

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜓1

𝜕𝜏 2
= 0, 𝜁 = −1,

(6.3.5)

𝜎33 = − 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜙1

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜙1

𝜕𝜏 2
+
(︁
𝑏+

æ2
𝑅

2𝑏

)︁𝜕2𝜓1

𝜕𝜉2
− 1

2𝑏

𝜕2𝜓1

𝜕𝜏 2

]︁
. (6.3.6)

Для решения рассматриваемой системы применим преобразование Фурье по

продольной переменной 𝜉 и преобразование Лапласа по временной переменной

𝜏 . Тогда искомые разрешающие уравнения (6.3.1), (6.3.5), (6.3.6) в преобразо-

ваниях запишутся следующим образом:
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𝑑2𝜙𝐿𝐹
1

𝑑𝜁2
− 𝑎2𝜒2𝜙𝐿𝐹

1 = 0,

𝑑2𝜓𝐿𝐹
1

𝑑𝜁2
− 𝑏2𝜒2𝜓𝐿𝐹

1 = 0,

(6.3.7)

(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)𝜓𝐿𝐹
1 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑏
𝑃𝐿𝐹 , 𝜁 = −1,

[︁(︁𝑎+ æ2æ2
𝑅

2𝑎

)︁
𝜒2 +

æ2

2𝑎
𝑠2
]︁
𝜓𝐿𝐹
1 +

[︁(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁
𝜒2 +

1

2
𝑠2
]︁
𝜓𝐿𝐹
1 = 0, 𝜁 = −1,

(6.3.8)

где преобразование Фурье по продольной координате 𝜉 определяется следую-

щим образом:

𝑓𝐹 (𝜒) =
1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝜉)𝑒𝑖𝜒𝜉𝑑𝜉. (6.3.9)

Выражение для изображения нормального напряжения запишется в виде:

𝜎𝐿𝐹33 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

[︁(︁(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁
𝜒2 +

1

2
𝑠2
)︁
𝜙𝐿𝐹
1 +

(︁(︁
𝑏+

æ2
𝑅

2𝑏

)︁
𝜒2 +

1

2𝑏
𝑠2
)︁
𝜓𝐿𝐹
1

]︁
.

(6.3.10)

Изображение функции ударного воздействия 𝑃 (𝜉, 𝜏), определяемой выражени-

ем (6.3.4), примет следующий вид:

𝑃𝐿𝐹 =

√︂
2

𝜋
𝑝
sin(𝜒 𝑙)

𝑠 𝜒
. (6.3.11)

Решение уравнений (6.3.5) выбираем в зависимости от знака параметра 𝜒:

𝜙𝐿𝐹
1 = 𝐶+

1 𝑒
−𝑎𝜒(1+𝜁), 𝜓𝐿𝐹

1 = 𝐶+
2 𝑒

−𝑏𝜒(1+𝜁), 𝜒 > 0,

𝜙𝐿𝐹
1 = 𝐶−

1 𝑒
𝑎𝜒(1+𝜁), 𝜓𝐿𝐹

1 = 𝐶−
2 𝑒

𝑏𝜒(1+𝜁), 𝜒 < 0,

(6.3.12)

где 𝐶+
𝑖 , 𝐶

−
𝑖 (𝑖 = 1, 2) являются произвольными постоянными искомого реше-
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ния, зависящими от параметров преобразований.

Подставим полученные выражения для потенциальных функций (6.3.12) в

граничные условия (6.3.8). Из второго уравнения этой системы (6.3.6) следуют

уравнения связи между постоянными 𝐶+
1 , 𝐶

−
1 и 𝐶+

2 , 𝐶
−
2 :

𝐶±
1 = −

𝑔𝜒2 + 1
2(æ

2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)

𝑎𝜒2 + æ2

2𝑎 (æ
2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
𝐶±

2 . (6.3.13)

Отметим, что искомые выражения можно получить при разложении изображе-

ний по степеням (æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2), что соответствует разложению в ряд по малому

параметру 𝜂 в искомой области действия эллиптического погранслоя в про-

странстве операторов 𝜕𝑦, 𝜕𝜏 (глава 5, параграф 2). Используя это свойство и

пренебрегая величинами второго порядка малости, получим асимптотическое

приближение уравнения связи (6.3.13):

𝐶±
1 = −

[︁𝑔
𝑎
+

1

2𝑎

(︁
1− 𝑔æ2

𝑎2
æ2

𝑅𝜒
2 + 𝑠2

𝜒2

)︁]︁
𝐶±

2 . (6.3.14)

Из первого уравнения граничных условий (6.3.8) следует выражение для

постоянных интегрирования C±
2 :

𝐶±
2 = −

√︂
2

𝜋

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑏

sin(𝜒 𝑙)

𝑠𝜒(æ2
𝑅 𝜒2 + 𝑠2)

. (6.3.15)

Тогда выражение для изображения напряжения 𝜎33 при 𝜒 > 0 и 𝜒 < 0

примет вид:

𝜎𝐿𝐹33 =

√︂
2

𝜋
𝑝æ𝑅𝐵𝜔

[︁(︁ 𝜒2

𝑠(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
+
(︁ 𝑔
𝑎𝑏

− æ2

2𝑎2

)︁1
𝑠

)︁sin(𝜒 𝑙)
𝜒

exp[∓𝑎 𝜒(1 + 𝜁)]−

−
(︁ 𝜒2

𝑠(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
+

1

2𝑏2
1

𝑠

)︁sin(𝜒 𝑙)
𝜒

exp[±𝑏 𝜒(1 + 𝜁)]
]︁
.

(6.3.16)
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Анализ выражения (6.3.16) показывает выполнение для изображения 𝜎𝐿𝐹33 гра-

ничного условия при 𝜁 = −1. Найдём оригинал для иcкомого напряжения.

Обращаем сначала преобразование Лапласа по известным правилам [94]:

𝜎𝐹33 =

√︂
2𝑝

𝜋
æ𝑅𝐵𝜔

[︁(︁ 1

æ2
𝑅

+
(︁ 𝑔
𝑎𝑏

− æ2

2𝑎2
− 1

æ2
𝑅

cos
(︁
æ𝑅𝜏𝜒

)︁sin(𝜒 𝑙)
𝜒

exp[∓𝑎𝜒(1 + 𝜁)]−

−
(︁ 1

æ2
𝑅

+
1

2𝑏2
− 1

æ2
𝑅

cos
(︁
æ𝑅𝜏𝜒

)︁sin(𝜒 𝑙)
𝜒

exp[∓𝑎𝜒(1 + 𝜁)]
]︁
.

(6.3.17)

Найдём теперь оригинал для напряжения 𝜎33. Сначала сведём интеграл

Фурье:

𝜎33 =
1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝜎𝐹33 exp[𝑖𝜒𝜉]𝑑𝜒. (6.3.18)

к интегралу на полубесконечном интервале (0,∞). Учитывая чётность функции

𝜎𝐹33 по 𝜒, получаем:

𝜎33 =

√︂
2

𝜋

∫︁ ∞

0

𝜎𝐹33 cos(𝜒𝜉)𝑑𝜒 (6.3.19)

Используя табличный интеграл:

∫︁ ∞

0

sin(𝜒 𝑙)

𝜒
𝑒−𝑎𝜒 cos(𝜒𝜉)𝑑𝜒 =

1

2
arctg

(︁ 2𝑙𝑎

𝑎2 − 𝑙2 + 𝜉2

)︁
(6.3.20)

и теорему о модуляции [100], получаем окончательное выражение для напря-

жения:
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𝜎33 =
1

𝜋
𝑝æ𝑅𝐵𝜔

[︁(︁ 1

æ2
𝑅

+
1

𝑔
− æ2

2𝑎2

)︁
arctg

(︁ 2𝑙𝑎(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + 𝜉2

)︁
−

− 1

2æ2
𝑅

(︁
arctg

(︁ 2𝑙𝑎(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + (𝜉 − æ𝑅𝜏)2

)︁
+

+arctg
(︁ 2𝑙𝑎(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + (𝜉 + æ𝑅𝜏)2

)︁)︁
−

−
(︁ 1

æ2
𝑅

+
1

2𝑏2

)︁
arctg

(︁ 2𝑙𝑏(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + 𝜉2

)︁
+

+
1

2æ2
𝑅

(︁
arctg

(︁ 2𝑙𝑏(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + (𝜉 − æ𝑅𝜏)2
+

+arctg
(︁ 2𝑙𝑏(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + (𝜉 + æ𝑅𝜏)2

)︁)︁]︁
.

(6.3.21)

Формула (6.3.21) показывает, что асимптотическое выражение для искомого

напряжения в окрестности квазифронта 𝜉 = æ𝑅𝜏 + 𝑙 может быть записано в

виде:

𝜎33 = 𝑝
𝐵𝜔

2𝜋æ𝑅

[︁
− arctg

(︁ 2𝑙𝑎(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + (𝜉 − æ𝑅𝜏)2

)︁
+

+arctg
(︁ 2𝑙𝑏(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + (𝜉 − æ𝑅𝜏)2

)︁]︁
.

(6.3.22)

Перейдём к построению решения рассматриваемой задачи для общего слу-

чая оболочек вращения, когда разрешающие уравнения (6.3.2) – (6.3.3) содер-

жат члены порядка 𝜀 с переменными коэффициентами. Для этого проанали-

зируем сначала поведение потенциальной функции 𝜓1 на границе 𝜁 = −1 для

рассмотренного случая цилиндрической оболочки, когда её изображение опре-

деляется из (6.3.12), (6.3.15) следующим образом:
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𝜓𝐿𝐹
1 |𝜁=−1 = 𝜓𝐿𝐹

1,0 = −
√︂

2

𝜋

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑝
æ𝑅𝐵𝜔

𝑏

sin(𝜒 𝑙)

𝑠𝜒(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
. (6.3.23)

Обратим в изображении (6.3.23) интегральное преобразование Фурье по про-

дольной координате. Используя табличный интеграл [219]:

∫︁ ∞

0

sin(𝑎𝑥)

𝑥(𝑥2 + 𝑏2)
cos(𝑢𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2𝜋𝑏

−2[1− 𝑒−𝑎𝑏 ch(𝑏𝑢)], 𝑢 < 𝑎,

1
2𝜋𝑏

−2𝑒−𝑏𝑢 sh(𝑎𝑏), 𝑢 > 𝑎,
(6.3.24)

и принимая в (6.3.24) следующие значения для 𝑥, 𝑎, 𝑏, 𝑢: 𝑥 = 𝜒, 𝑎 = 𝑙, 𝑏2 = 𝑠2/æ2
𝑅,

𝑢 = 𝜉, приходим к выражению для интеграла из обратного преобразования для

(6.3.23):

∫︁ ∞

0

sin(𝜒 𝑙)

𝜒(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
cos(𝜒𝜉)𝑑𝜒 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜉 < 𝑙 :

𝜋
2

1
𝑠2

[︁
1− 1

2

(︁
exp

(︁
𝜉−𝑙
æ𝑅
𝑠
)︁
+ exp

(︁
−𝜉+𝑙

æ𝑅
𝑠
)︁)︁]︁

,

𝜉 > 𝑙 :

𝜋
4

1
𝑠2

[︁
exp

(︁
−𝜉−𝑙

æ𝑅
𝑠
)︁
− exp

(︁
−𝜉+𝑙

æ𝑅
𝑠
)︁ ]︁
.

(6.3.25)

Таким образом, получаем следующее выражение для 𝜓𝐿
1,0:

𝜉0 ⩽ 𝑙0 :

𝜓𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑝
æ𝑅𝐵𝜔

𝑏

1

𝑠3

[︁
1− 1

2

(︁
exp

(︂
𝜉0 − 𝑙0
æ𝑅𝜀

𝑠

)︂
+ exp

(︂
−𝜉0 + 𝑙0

æ𝑅𝜀
𝑠

)︂)︁]︁
,

𝜉0 ⩾ 𝑙0 :

𝜓𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑝
æ𝑅𝐵𝜔

2𝑏

1

𝑠3

(︁
exp

(︂
−𝜉0 − 𝑙0

æ𝑅𝜀
𝑠

)︂
− exp

(︂
−𝜉0 + 𝑙0

æ𝑅𝜀
𝑠

)︂)︁
, 𝑙0 = 𝜀𝑙.

(6.3.26)
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В решении (6.3.24) слагаемые с exp{±[(𝜉0 − 𝑙0)/æ𝑅𝜀]𝑠}:

𝜓𝐿
1,0 =

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

2𝑏

1

𝑠3
exp

(︁
±𝜉0 ± 𝑙0

æ𝑅𝜀

)︁
(6.3.27)

определяют волны, возбуждаемые границами приложения ударной поверхност-

ной нагрузки 𝜉0 = ±𝑙0. Так, в области 𝜉0 > 0 граница 𝜉0 = 𝑙0 возбуждает

прифронтовое поле в окрестности условного фронта поверхностных волн Рэ-

лея 𝜉0 = æ𝑅𝜏0 + 𝑙0 (слагаемое exp{−[(𝜉0 − 𝑙0)/æ𝑅𝜀]𝑠}) и прифронтовое поле в

окрестности фронта 𝜉0 = 𝑙0−æ𝑅𝜏0 (слагаемое exp{[(𝜉0− 𝑙0)/æ𝑅𝜀]𝑠}). В этой же

области 𝜉0 > 0 граница 𝜉0 = −𝑙0 возбуждает прифронтовое поле в окрестности

фронта 𝜉0 = æ𝑅𝜏0 − 𝑙0 (слагаемое exp{−[(𝜉0 + 𝑙0)/æ𝑅𝜀]𝑠}).

Отметим также, что решение (6.3.24) можно непосредственно получить из

уравнения для граничного значения потенциальной функции 𝜓𝐿
10 как линей-

ную комбинацию частного решения неоднородного уравнения и общих решений

уравнения однородного, определяющих вышеописанные волновые поля. Прове-

дённый анализ позволяет построить асимптотическое решение соответствующе-

го уравнения для общего случая оболочек вращения произвольного профиля.

Перейдём теперь к оболочке вращения. Для нахождения изображения функ-

ции потенциала 𝜓10 на границе (𝜁 = −1) выпишем первое граничное условие

системы (6.3.2) в изображениях по Лапласу:

æ2
𝑅

𝑑2𝜓𝐿
1,0

𝑑𝜉2
− 𝑠2𝜓𝐿

1,0 + 𝜀𝑘𝑐
𝐵′

𝐵

𝑑𝜓𝐿
1,0

𝑑𝜉
=

(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑏
𝑃𝐿,

𝑃𝐿 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑝/𝑠, |𝜉| ⩽ 𝑙,

0, |𝜉| > 𝑙.

(6.3.28)

Аналог решения (6.3.26) получим из уравнения (6.3.28) асимптотическим мето-

дом. Для этого представим однородную его часть в экспоненциальной форме:
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𝜓𝐿
1,0 = Ψ(𝜉0, 𝑠) exp

[︀
−𝜆(𝑠)𝜉0

1

𝜀

]︀
, (6.3.29)

где 𝜆(𝑠)𝜉0/𝜀 – специальный вид функции изменяемости, а Ψ(𝜉0, 𝑠) – медленно

изменяющаяся функция интенсивности, представляемая разложением в степен-

ной ряд по малому параметру 𝜀.

Подставляя (6.3.29) в однородную форму уравнения (6.3.28), получаем с

погрешностью 𝑂(𝜀2) следующее уравнение для функции изменяемости и нуле-

вого приближения функции интенсивности:

(æ2
𝑅𝜆

2 − 𝑠2)Ψ− 𝜀(2æ2
𝑅𝜆Ψ

′ + 𝑘𝑐
𝐵′

𝐵
𝜆Ψ) = 0, (6.3.30)

которое даёт следующее выражение для коэффициента функции изменяемости:

𝜆 =
1

æ𝑅
𝑠 (6.3.31)

и нулевое приближение для функции интенсивности в форме:

Ψ(𝜉0,𝑠) = 𝐶2(𝑠)
1

𝐵𝑘𝑟
, 𝑘𝑟 =

𝑘𝑐
2æ2

𝑅

, (6.3.32)

где 𝐶2(𝑠) – постоянная интегрирования.

Частное решение неоднородного уравнения (6.3.28), учитывая его малую

изменяемость в области |𝜉| ⩽ 𝑙, может быть записано с асимптотической по-

грешностью 𝑂(𝜀) в следующем виде:

𝜓𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑝
æ𝑅𝐵𝜔

𝑏

1

𝑠3
, (6.3.33)

Общее решение уравнения (6.3.28) получим при использовании волновых

решений (6.3.29) за счёт выбора постоянных интегрирования 𝐶2(𝑠) при условии

его непрерывности в точках 𝜉0 = ±𝑙0. В итоге получаем следующее решение:
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𝜉0 ⩽ 𝑙0 : 𝜓𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑝
æ𝑅𝐵𝜔

𝑏

1

𝑠3

[︁
1− 1

2

(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
×

×
(︁
exp

(︁𝜉0 − 𝑙0
æ𝑅𝜀

𝑠
)︁
+ exp

(︁
− 𝜉0 + 𝑙0

æ𝑅𝜀
𝑠
)︁)︁]︁

,

𝜉0 ⩾ 𝑙0 : 𝜓𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑝
æ𝑅𝐵𝜔

2𝑏

1

𝑠3

(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
×

×
(︁
exp

(︁𝜉0 − 𝑙0
æ𝑅𝜀

𝑠
)︁
− exp

(︁
− 𝜉0 + 𝑙0

æ𝑅𝜀
𝑠
)︁)︁
.

(6.3.34)

Полученное решение (6.3.34) полностью обобщает соответствующее реше-

ние (6.3.26) для случая цилиндрической оболочки. Поскольку нас интересуют

асимптотики только в малых окрестностях условных фронтов Рэлея, то реше-

ние (6.3.34) можно переписать в следующей форме:

𝜉0 ⩽ 𝑙0 : 𝜓𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑝
æ𝑅𝐵𝜔

𝑏

1

𝑠3

(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
×

×
[︁
1− 1

2

(︁
exp

(︁𝜉0 − 𝑙0
æ𝑅𝜀

𝑠
)︁
+ exp

(︁
− 𝜉0 + 𝑙0

æ𝑅𝜀
𝑠
)︁)︁]︁

,

𝜉0 ⩾ 𝑙0 : 𝜓𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝑝
æ𝑅𝐵𝜔

2𝑏

1

𝑠3

(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
×

×
(︁
exp

(︁
− 𝜉0 − 𝑙0

æ𝑅𝜀
𝑠
)︁
− exp

(︁
− 𝜉0 + 𝑙0

æ𝑅𝜀
𝑠
)︁)︁
.

(6.3.35)

Из вида асимптотики решения (6.3.35) следует, что она связана с соответ-

ствующим решением для цилиндрической оболочки (6.3.26) следующим обра-

зом:

𝜓𝐿
1,0 =

(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
𝜓𝐿
1,0,𝑐, (6.3.36)



226

где 𝜓𝐿
1,0,𝑐 является соответствующим решением для цилиндрической оболочки.

Построим теперь потенциальные функции 𝜙1, 𝜓1 в основной области. Про-

анализируем систему (6.3.1) – (6.3.3). Первое уравнение в граничных условиях

(6.3.2) содержит в асимптотически главной части волновой оператор, опреде-

ляющий быстроизменяющееся НДС в окрестностях условных фронтов поверх-

ностных волн Рэлея. Следовательно, только в этом уравнении нужно учитывать

величины нулевого и первого порядка малости; в остальных же уравнениях до-

статочно удерживать только асимптотически главные величины. Следователь-

но, по аналогии с (6.3.36) все компоненты могут быть представлены в виде:

𝜎𝐿𝑖,𝑗 =
(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
𝜎𝐿𝑖,𝑗,𝑐, 𝑣𝐿𝑖 =

(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
𝑣𝐿𝑖,𝑐, (6.3.37)

где 𝜎𝑖𝑗,𝑐 и 𝑣𝑖,𝑐 – соответствующие решения для случая цилиндрической оболоч-

ки. Следовательно, для оригиналов этих компонент НДС также имеют место

аналогичные зависимости:

𝜎𝑖,𝑗 =
(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
𝜎𝑖𝑗,𝑐, 𝑣𝑖 =

(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
𝑣𝑖,𝑐. (6.3.38)

Используя результаты решения задачи для цилиндрической оболочки в

форме (6.3.22), получаем следующее решение для напряжения 𝜎33:

𝜎33 = 𝑝
𝐵𝜔

2𝜋æ𝑅

(︁𝐵(𝑙0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟[︁
− arctg

(︁ 2𝑙𝑎(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + (𝜉 − æ𝑅𝜏)2

)︁
+

+arctg
(︁ 2𝑙𝑏(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝑙2 + (𝜉 − æ𝑅𝜏)2

)︁]︁
.

(6.3.39)

Асимптотический анализ решения (6.3.39) показывает, что вне малых окрест-

ностей условного фронта волны Рэлея его порядок уменьшается пропорцио-

нально малому параметру 𝜀. Отметим также, что вне узкой прифронтовой зо-

ны эллиптического погранслоя порядка 𝑂(𝜀2) решение для 𝜎33 имеет порядок

𝑂(1) только в малой приторцевой зоне 𝜁+1 = 𝑂(𝜀). Следовательно, важнейшее



227

предположение о достаточности отдельного рассмотрения волн, инициируемых

каждой лицевой поверхностью, полностью оправдывается при построении ре-

шения в этой области:

𝜉0 − (æ𝑅𝜏0 ± 𝑙0) = 𝑂(𝜀2), (6.3.40)

где, как и показывает численные расчёты, имеет место скачок напряжения 𝜎33.

6.4 Численный анализ решения для эллиптического

погранслоя в случае сферической оболочки

при ударном воздействии на лицевые поверхности

Рассмотрим на примере сферической оболочки свойства решения для нор-

мального напряжения 𝜎33 в зависимости от пространственных переменных и

времени. Геометрия этой оболочки подробно описана в Главе 3. Расчёт прове-

ден по формуле (6.3.39) при 𝐵 = sin(𝜃𝑇 + 𝛼/𝑅).

На рисунках 6.3 и 6.4 изображены графики нормального напряжения 𝜎33

в малой окрестности условного фронта волны Рэлея 𝜉0 = æ𝑅𝜏0 − 𝑙0, возбуж-

даемого границей приложения нагрузки 𝜉0 = −𝑙0. Здесь кривые 1, 2, 3 соответ-

ствуют значениям нормальной координаты 𝜁 = −0.99, −0.96, −0.92. Расчёты

проведены для моментов безразмерного времени 𝜏0 = 1 (рисунок 6.3) и 𝜏0 = 2

(рисунок 6.4). Геометрические и механические параметры принимались, как и

ранее, следующими: 𝜀 = 0.01, 𝑙0 = 0.2, 𝜃𝑇 = 0.93, 𝜈 = 0.3, æ𝑅 = 0.93.
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Рисунок 6.3 — График нормального напряжения 𝜎33 в малой окрестности
условного фронта волны Рэлея 𝜉0 = æ𝑅𝜏0 − 𝑙0 в момент времени 𝜏0 = 1 для

значений нормальной координаты 𝜁 = −0.99,−0.96,−0.92

Рисунок 6.4 — График нормального напряжения 𝜎33 в малой окрестности
условного фронта волны Рэлея 𝜉0 = æ𝑅𝜏0 − 𝑙0 в момент времени 𝜏0 = 2 для

значений нормальной координаты 𝜁 = −0.99,−0.96,−0.92
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6.5 Разработка асимптотического решения для

эллиптического погранслоя в оболочках вращения

произвольного профиля при ударном торцевом

воздействии нормального типа

Рассмотрим теперь задачу о распространении ударных волн в полубеско-

нечных оболочках вращения при действии ударной торцевой нагрузки, опреде-

ляемой граничными условиями (1.2.3). Отметим, что в работах [93], [96], [97].

рассматривалось построение дальнего поля волны Рэлея (область действия эл-

липтического погранслоя) для упругой полуполосы и цилиндрической оболочки

при действии ударной торцевой нагрузки типа NW (нормальный тип). При этом

для решения уравнений использовался, как и здесь, метод двукратного инте-

грального преобразования Лапласа по времени и Фурье по продольной коорди-

нате. Однако для нахождения оригинала решения использовалась аппроксима-

ция изображения, основанная на аппроксимации первого корня дисперсионного

уравнения Рэлея-Лэмба, вносящего основной вклад в искомое решение.

Как и в параграфе 6.3, рассмотрим сначала простейший случай цилиндри-

ческой оболочки. При этом, в настоящем исследовании строится точное решение

для погранслоя эквивалентной задачи при рассмотрении волны, инициируемой

лицевой поверхностью 𝑧 = −ℎ (𝜁 = −1) аналогично подходу, изложенному в

указанном параграфе. Решение для частной задачи (5.3.3) запишется в нашем

случае в виде:

𝑣
(0)
1 = 0, 𝑣

(0)
3 = −𝐼(𝜏0 − 𝜉0)𝐻(𝜏0 − 𝜉0),

𝜎
(0)
13 = 𝐼𝐻(𝜏0 − 𝜉0), 𝜎

(0)
11 = 𝜎

(0)
33 = 0.

(6.5.1)

Тогда разрешающие уравнения для потенциальных функций 𝜙1, 𝜓1 сохра-
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няют вид (6.3.1), а граничные условия и выражение для напряжения запишутся

в форме:

æ2
𝑅

𝜕2Ψ1

𝜕𝜉2
− 𝜕2Ψ1

𝜕𝜏 2
=

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

𝜕𝑆

𝜕𝜉
, 𝜁 = −1,

(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁𝜕2𝜙1

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2𝜙1

𝜕𝜏 2
+
(︁
𝑏2 +

æ2
𝑅

2𝑏

)︁𝜕2𝜓1

𝜕𝜉2
− 1

2𝑏

𝜕2𝜓1

𝜕𝜏 2
= 0, 𝜁 = −1,

Ψ1 =
1

𝑏

𝜕𝜓

𝜕𝜉
,

(6.5.2)

𝜕𝜎13
𝜕𝜉

=
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

(︁2− æ2æ2
𝑅

2𝑎

𝜕2Φ1

𝜕𝜉2
− æ2

2𝑎

𝜕2Φ1

𝜕𝜏 2
+
𝜕2Ψ1

𝜕𝜉2
− 1

2

𝜕2Ψ1

𝜕𝜏 2

)︁
,

Φ1 =
1

𝑎

𝜕𝜙1

𝜕𝜁
.

(6.5.3)

При этом функция 𝑆(𝜉, 𝜏) записываются в виде:

𝑆 = 𝐼𝐻(𝜏 − 𝜉), 𝜉 > 0,

𝑆 = −𝐼𝐻(𝜏 − 𝜉), 𝜉 < 0.
(6.5.4)

Как и в задаче о действии ударной нагрузки на лицевые поверхности обо-

лочки, применим к решению искомых уравнений интегральное преобразование

Лапласа по временной переменной и Фурье – по пространственной. Изображе-

ние функции нагрузки на лицевые поверхности 𝑆(𝜉, 𝜏) запишется в форме:

𝑆𝐿𝐹 = −𝑖
√︂

2

𝜋
𝐼

𝜒

𝑠(𝑠2 + 𝜒2)
. (6.5.5)

Разрешающие уравнения в изображениях для 𝜙1, 𝜓1 сохраняют вид (6.3.7).

Выведем граничные условия в изображениях. Они будут иметь следующий вид:



231

(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)Ψ𝐿𝐹
1 = −

√︂
2

𝜋
𝐼
(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

𝜒2

𝑠(𝑠2 + 𝜒2)
, 𝜁 = −1,

[︁(︁
𝑔 +

æ2
𝑅

2

)︁
𝜒2 +

1

2
𝑠2
]︁
𝜙𝐿𝐹
1 +

[︁(︁
𝑏+

æ2
𝑅

2𝑏

)︁
𝜒2 +

1

2𝑏2
𝑠2
]︁
𝜓𝐿𝐹
1 = 0, 𝜁 = −1,

Ψ𝐿𝐹
1 =

1

𝑏

𝑑𝜓𝐿𝐹
1

𝑑𝜁
.

(6.5.6)

Выражение для изображения касательного напряжения запишется следу-

ющим образом:

𝜎𝐿𝐹13 = −𝑖 𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

1

𝜒

[︁(︁2− æ2æ2
𝑅

2𝑎
𝜒2 +

æ2

2𝑎
𝑠2
)︁
Φ𝐿𝐹

1 +
(︁
𝜒2 +

1

2
𝑠2
)︁
Ψ𝐿𝐹

1

]︁
. (6.5.7)

Решение уравнений (6.3.7) сохраняет вид (6.3.12). Подставляя эти выраже-

ния в граничные условия (6.5.6), получаем уравнение связи между постоянными

𝐶±
1 и 𝐶±

2 :

𝐶±
1 = −

𝑏𝜒2 + 1
2𝑏(æ

2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)

𝑔𝜒2 + 1
2(æ

2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
𝐶±

2 . (6.5.8)

Как и ранее, в задаче об ударном воздействии на лицевые поверхности, разло-

жим решения для постоянных интегрирования в ряды по степеням (æ2
𝑅𝜒

2+𝑠2).

Тогда получаем следующие выражения для этих постоянных:

𝐶±
1 = ∓

√︂
2

𝜋
𝐼
(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

[︁ 𝑏
𝑔
+

1

2𝑏𝑔

(︁
1− 𝑏2

𝑔

)︁æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2

𝜒2

]︁
×

× 𝜒

𝑠(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)(𝑠2 + 𝜒2)
,

𝐶±
2 = ±

√︂
2

𝜋
𝐼
(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

𝜒

𝑠(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)(𝜒2 + 𝑠2)
.

(6.5.9)

Выражения (6.5.9) позволяют получить окончательное решение для изоб-
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ражения напряжения 𝜎13, удовлетворяющее граничным условиям для 𝜎13 при

𝜁 = −1:

𝜎𝐿𝐹13 = −𝑖
√︂

2

𝜋
𝐼
æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

{︃(︁
𝑔

𝜒3

𝑠(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)(𝑠2 + 𝜒2)
+

+
(︁æ2𝑔

2𝑎2
+

𝑔

2𝑏2
− 1

2

)︁ 𝜒

𝑠(𝑠2 + 𝜒2)

)︁
exp[∓𝑎𝜒(1 + 𝜁)]−

−
(︁
𝑔

𝜒3

𝑠(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)(𝑠2 + 𝜒2)
+

1

2

𝜒

𝑠(𝑠2 + 𝜒2)

)︁
exp[∓𝑏𝜒(1 + 𝜁)]

}︃
.

(6.5.10)

Преобразуем выражение (6.5.10) к более удобному для обращения преоб-

разования виду:

𝜎𝐿𝐹13 = −𝑖
√︂

2

𝜋
𝐼
æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

{︃(︁ 𝑔
𝑏2

𝜒

𝑠(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
+

+
(︁æ2𝑔

2𝑎2
− 𝑔

2𝑏2
− 1

2

)︁ 𝜒

𝑠(𝜒2 + 𝑠2)

)︁
exp[∓𝑎𝜒(1 + 𝜁)]−

−
(︁ 𝑔
𝑏2

𝜒

𝑠(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
+
(︁
− 𝑔

𝑏2
+

1

2

)︁ 𝜒

𝑠(𝜒2 + 𝑠2)

)︁
exp[∓𝑏𝜒(1 + 𝜁)]

}︃
.

(6.5.11)

Как и в случае поверхностной ударной нагрузки, сначала обращаем преоб-

разование Лапласа. Тогда получаем следующую форму изображения по Фурье

искомого решения для касательного напряжения:

𝜎𝐹13 = −𝑖
√︂

2

𝜋
𝐼
æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

{︃(︁ 𝑔

æ2
𝑅𝑏

2

1− cos(æ𝑅𝜏𝜒)

𝜒
+

+
(︁æ2𝑔

2𝑎2
− 𝑔

2𝑏2
− 1

2

)︁1− cos 𝜏𝜒

𝜒

)︁
exp[∓𝑎𝜒(1 + 𝜁)]−

−
(︁ 𝑔

æ2
𝑅𝑏

1− cos(æ𝑅𝜏𝜒)

𝜒
+
(︁
− 𝑔

𝑏2
+

1

2

)︁1− cos(𝜏𝜒)

𝜒

)︁
exp[∓𝑏𝜒(1 + 𝜁)]

}︃
.

(6.5.12)
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Найдём оригинал для напряжения 𝜎13. Сначала сведём интеграл Фурье:

𝜎13 =
1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝜎𝐹13𝑒

𝑖𝜒𝜉𝑑𝜉 (6.5.13)

к соответствующему интегралу на полубесконечном интервале (0,−∞). Учи-

тывая нечётность функции 𝜎𝐹13 по 𝜒, получаем:

𝜎13 =

√︂
2

𝜋

∫︁ ∞

0

𝜎𝐹13 sin(𝜒𝜉)𝑑𝜉. (6.5.14)

Используя табличный интеграл:

∫︁ ∞

0

1− cos(𝜒 𝑙)

𝜒
𝑒−𝑎𝜒 sin(𝜒𝜉)𝑑𝜒 = arctg

(︁𝜉
𝑎

)︁
− 1

2
arctg

(︁ 2𝜉𝑎

𝑎2 − 𝜉2 + 𝑙2

)︁
, (6.5.15)

приходим к следующей формуле для искомого напряжения:

𝜎13 =
2

𝜋
𝐼
æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

[︁(︁ 𝑔

æ2
𝑅𝑏

2
+

æ2𝑔

2𝑎2
− 𝑔

2𝑏2
− 1

2

)︁
arctg

(︁ 𝜉

𝑎(1 + 𝜁)

)︁
+

+
(︁
− 𝑔

æ2
𝑅𝑏

2
+
𝑔

𝑏2
− 1

2

)︁
arctg

(︁ 𝜉

𝑏(1 + 𝜁)

)︁
−

− 𝑔

2æ2
𝑅𝑏

2
arctg

(︁ 2𝑎𝜉(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + æ2
𝑅𝜏

2

)︁
−

−1

2

(︁æ2𝑔

2𝑎2
− 𝑔

2𝑏2
− 1

2

)︁
arctg

(︁ 2𝑎𝜉(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + 𝜏 2

)︁
+

+
𝑔

2æ2
𝑅𝑏

2
arctg

(︁ 2𝑏𝜉(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + æ2
𝑅𝜏

2

)︁
+

+
1

2

(︁
− 𝑔

𝑏2
+

1

2

)︁
arctg

(︁ 2𝑏𝜉(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + 𝜏 2

)︁]︁
.

(6.5.16)

Проверка показывает, что полученное выражение удовлетворяет граничному

условию при 𝜁 = −1. Проанализируем его поведение для моментов времени,
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когда условный фронт волны Рэлея прошёл расстояние значительно большее

толщины оболочки и соизмеримое с радиусом, т. е. когда 𝜁, 𝜏 ≫ 1. Тогда

примем, что в малой окрестности этого условного фронта можно положить:

arctg
(︁ 𝜉

𝑎(1 + 𝜁)

)︁
=
𝜋

2
, arctg

(︁ 𝜉

𝑏(1 + 𝜁)

)︁
=
𝜋

2
,

arctg
(︁ 2𝑎𝜉(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + 𝜏 2

)︁
= 0, arctg

(︁ 2𝑏𝜉(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + 𝜏 2

)︁
= 0.

(6.5.17)

В этом случае выражение (6.5.16) принимает вид:

𝜎13 = −𝐼 + 𝐼
𝐵𝜔

𝜋æ𝑅𝑏2

[︁
− arctg

(︁ 2𝑎𝜉

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + æ2
𝑅𝜏

2

)︁
+

+arctg
(︁ 2𝑏𝜉

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + æ2
𝑅𝜏

2

)︁]︁
.

(6.5.18)

Перейдём к построению решения рассматриваемой задачи для общего слу-

чая оболочек вращения произвольного профиля. Сначала проанализируем по-

ведение функцииΨ1 на поверхности оболочки 𝜁 = −1 для рассмотренного выше

случая, когда её изображение определяется из (6.5.9) следующим образом:

Ψ𝐿𝐹
1 |𝜁=−1 = Ψ𝐿𝐹

1,0 = −
√︂

2

𝜋
𝐼
(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑔

𝜒2

𝑠(𝑠2 + 𝜒2)(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
. (6.5.19)

Преобразуем изображение (6.5.19) следующим образом:

Ψ𝐿𝐹
1,0 = −

√︂
2

𝜋
𝐼
(1 + 𝜈)ℎ

𝐸

æ𝑅𝐵𝜔

𝑏2𝑔

[︁ 1

𝑠2(æ2
𝑅𝜒

2 + 𝑠2)
− 1

𝑠(𝑠2 + 𝜒2)

]︁
. (6.5.20)

Представление (6.5.20) позволяет использовать хорошо известные табличные

интегралы [219] для первого этапа обращения искомого изображения – обраще-

ния преобразования Фурье:
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Ψ𝐿
1,0 = −𝐼 (1 + 𝜈)ℎ

𝐸

𝐵𝜔

𝑏2𝑔

[︁ 1
𝑠2

exp
(︁
∓ 𝜉

æ𝑅
𝑠
)︁
− 1

𝑠2
exp

(︁
∓ 𝜉𝑠

)︁]︁
, 𝜉 ≶ 0. (6.5.21)

В решении (6.5.21) слагаемые с exp(∓ 𝜉
æ𝑅
𝑠) определяют поверхностные вол-

ны Рэлея, а слагаемые с exp(∓𝜉𝑠) – волны сдвига. Это решение можно непо-

средственно получить из (6.5.2) как линейную комбинацию частного решения

неоднородного уравнения и общего решения уравнения однородного. Анало-

гично случаю ударной нагрузки на лицевые поверхности (параграф 6.3) стро-

им однородное решение для общего случая оболочки вращения в изображени-

ях Лапласа по времени с помощью метода экспоненциальных представлений в

форме:

Ψ𝐿
1,0 = 𝐶(𝑠)

1

𝐵𝑘𝑟
exp

(︁
∓ 𝜉0
æ𝑅

𝑠
1

𝜀

)︁
, (6.5.22)

и метода малого параметра для частного решения, медленно изменяющегося по

продольной координате. Тогда, учитывая только асимптотически главный член

для этого частного решения, получаем следующую форму для Ψ𝐿
1,0:

Ψ𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝐼
𝐵𝜔

𝑔𝑏2

[︁(︁ 𝐵(0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟 1
𝑠2

exp
(︁
∓ 𝜉0
æ𝑅

𝑠
1

𝜀

)︁
−

−æ𝑅

(︁ 𝐵(0)

𝐵(𝜉0)

)︁1/2
exp

(︁
∓𝜉0𝑠

1

𝜀

)︁]︁
, 𝜉0 ≶ 0.

(6.5.23)

Решение в окрестности фронта волны Рэлея определяется первым слагаемым:

Ψ𝐿
1,0 = −(1 + 𝜈)ℎ

𝐸
𝐼
𝐵𝜔

𝑔𝑏2

(︁ 𝐵(0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟 1
𝑠2

exp
(︁
∓ 𝜉0
æ𝑅

𝑠
1

𝜀

)︁
, 𝜉0 ≷ 0. (6.5.24)

Следовательно, выражаем рассматриваемое решение для Ψ𝐿
1,0 через соответ-

ствующее Ψ𝐿
1,0,𝑐 решение для цилиндрической оболочки:
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Ψ𝐿
1,0 =

(︁ 𝐵(0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟
Ψ𝐿

1,0,𝑐. (6.5.25)

Методика определения асимптотического решения краевой задачи, описанная

в случае ударной торцевой нагрузки в параграфе 6.3, может быть применена в

дальнейшем для рассматриваемого случая. В итоге получаем, что напряжения

и перемещения для общего случая оболочек вращения произвольного профи-

ля выражаются через их аналоги для цилиндрической оболочки формулами

(6.3.38). Таким образом, используя решение (6.5.18), получаем окончательный

вид выражения для касательного напряжения 𝜎13:

𝜎13 = 𝐼
𝐵𝜔

𝜋æ𝑅𝑏2

(︁ 𝐵(0)

𝐵(𝜉0)

)︁𝑘𝑟[︁
− arctg

(︁ 2𝑎𝜉(1 + 𝜁)

𝑎2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + æ𝑅𝜏 2

)︁
+

+arctg
(︁ 2𝑏𝜉(1 + 𝜁)

𝑏2(1 + 𝜁)2 − 𝜉2 + æ𝑅𝜏 2

)︁]︁
.

(6.5.26)

6.6 Численный анализ решения для эллиптического

погранслоя в случае сферической оболочки при

ударном торцевом воздействии

Свойства полученного решения для касательного напряжения (6.5.26) изу-

чим, подобно примеру параграфа 6.4, для сферической оболочки [81]. Его иссле-

дование должно ответить на следующие вопросы, подтверждающие основные

положения разработанной асимптотики: как с течением времени сохраняется

свойство решения сосредотачивать основной скачок в малой окрестности ква-

зифронта 𝑂(𝜀2) и как влияют друг на друга граничные условия на противопо-

ложных лицевых поверхностях.

Расчёты проведены при тех же значениях геометрических и механиче-

ских параметров, что в параграфе 6.4. На рисунке 6.5 изображены графики
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напряжения 𝜎13 в малой окрестности фронта волны Рэлея 𝜉0 = æ𝑅𝜏0 для мо-

ментов безразмерного времени 𝜏0 = 1, а на рисунке 6.6 для момента времени

𝜏0 = 2. Кривые 1, 2, 3 соответствуют здесь значениям нормальной координаты

𝜁 = −0.99, −0.96, −0.92.

Рисунок 6.5 — График касательного напряжения 𝜎13 в малой окрестности
условного фронта волны Рэлея 𝜉0 = æ𝑅𝜏0 в момент времени 𝜏0 = 1 для

значения нормальной координаты 𝜁 = −0.99,−0.96,−0.92

Расчёты подтвердили основные положения разработанной асимптотики.

Первый (основной) скачок искомого напряжения полностью сосредоточен в уз-

кой прифронтовой зоне. Граничные условия на противоположных лицевых по-

верхностях не влияют друг на друга, поскольку решение в рассматриваемой

узкой зоне сосредоточено в малых окрестностях лицевых поверхностей.
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Рисунок 6.6 — График касательного напряжения 𝜎13 в малой окрестности
условного фронта волны Рэлея 𝜉0 = æ𝑅𝜏0 в момент времени 𝜏0 = 2 для

значения нормальной координаты 𝜁 = −0.99,−0.96,−0.92

6.7 Разработка асимптотического решения для

гиперболического погранслоя в оболочках

вращения произвольного профиля при ударном

торцевом воздействии нормального типа

Получим решение для гиперболического погранслоя в общем случае обо-

лочек вращения в окрестности фронта волны сдвига при ударном торцевом

нагружении, определяемым граничными условиями (2.3.10):

𝜎13 = 𝐼𝐻(𝜏), 𝜉 = 0,

𝜎13 = 0, 𝜁𝐹 = ±
√︀
1 + 𝐹 2.

(6.7.1)

При этом мы используем безразмерные переменные 𝜉, 𝜁𝐹 , 𝜏 , введённые в пара-

графе 2.3, где безразмерная переменная 𝜁𝐹 определяет повёрнутое положение
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прямолинейного фронта волны сдвига, а безразмерная переменная 𝜏 отнесена к

скорости волны сдвига 𝑐2. Запишем граничные условия (6.5.1) в перемещениях:

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

= 2(1 + 𝜈)𝐼𝐻(𝜏), 𝜉 = 0,

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

= 0, 𝜁𝐹 = ±
√︀

1 + 𝐹 2.

(6.7.2)

Разрешающие уравнения движения имеют вид (2.3.8). Следует отметить,

что уравнение движения относительно перемещения 𝑣3 из (2.3.8) формально

совпадает с разрешающим уравнением из (2.2.13) относительно перемещения

𝑣1 (имея при этом в виду, что переменные 𝜏 в этих уравнениях отнесены к раз-

ным скоростям волн сдвига и расширения). Граничные условия (6.7.2) также

формально совпадают с граничными условиями (3.3.2) с точностью до множи-

теля æ2. Также, с точностью до множителя æ2, совпадают выражения для 𝜎13

и 𝜎11. Поэтому выражения для 𝑣3 и 𝜎13 с точностью до множителя æ2 будут

совпадать с выражениями для 𝑣1 и 𝜎11 и будут записываться в форме:

𝑣3 =
25/2(1 + 𝜈)𝐼

𝜋2

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛(𝜏 − 𝜉)1/2 cos
[︁
(𝑛−1/2)𝜋√

1+𝐹 2
𝜁𝐹

]︁
(𝑛− 1/2)2

√
𝜉

×

×𝐽1
[︁
21/2(𝑛− 1/2)𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

]︁
𝐻(𝜏 − 𝜉),

𝜎13 =
2𝐼

𝜋

√︂
𝐵(0)

𝐵

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 cos
[︁
(𝑛−1/2)𝜋√

1+𝐹 2
𝜁𝐹

]︁
𝑛− 1/2

×

×𝐽0
[︁
21/2(𝑛− 1/2)𝜋

√︀
𝜉(𝜏 − 𝜉)

]︁
𝐻(𝜏 − 𝜉), 𝜏 = 𝑐2𝑡/ℎ.

(6.7.3)



240

6.8 Область согласования эллиптического погранслоя

с антисимметричным коротковолновым

высокочастотным приближением

Рассмотрим особенности расположения областей согласования B4 и B3,

изображённых на рисунке 6.1, являющихся областями согласования эллипти-

ческого погранслоя и антисимметричного коротковолнового высокочастотного

приближения. Отметим, что, как и в случае областей согласования гиперболи-

ческого погранслоя и коротковолновых высокочастотных составляющих, здесь

не только будут определяться границы этих областей согласования, но и будет

исследоваться соответствие решений рассматриваемых составляющих в общей

области.

Рассмотрим сначала случай ударных поверхностных нагрузок нормального

типа. Уравнения коротковолновой высокочастотной составляющей имеют вид

(1.5.3), (1.5.4) и, после преобразования, разрешающие уравнения в перемеще-

ниях принимают форму (3.6.1), (3.6.2). Переходя к безразмерным координатам

(5.1.5), соответствующим изменяемости и динамичности коротковолновой высо-

кочастотной составляющей 𝜉 = 𝛼/ℎ, 𝜁 = 𝑧/ℎ, 𝜏 = 𝑐2𝑡/ℎ, получаем следующую

форму разрешающих уравнений для рассматриваемой коротковолновой высо-

кочастотной составляющей:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝜉2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣1
𝜕𝜏 2

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝜉𝜕𝜁

+ 𝜀æ−2𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜉

= 0,

1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝜉𝜕𝜁

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝜉2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝜁2

− 𝜕2𝑣3
𝜕𝜏 2

+ 𝜀
1

1− 2𝜈

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+ 𝜀
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝜉

= 0,

(6.8.1)
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𝜎11 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

(︁
𝑘2
𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+ 𝑘1
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

(1 + 𝜈)ℎ

(︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝜉

+ 𝑘2
𝜕𝑣3
𝜕𝜁

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)ℎ

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝜁

+
𝜕𝑣3
𝜕𝜉

)︁
.

(6.8.2)

Следует отметить, что при выводе уравнений эллиптического погранслоя

из точных трёхмерных уравнений теории упругости при значениях показате-

лей изменяемости и динамичности, равных единице, было использовано сле-

дующее свойство (параграф 5.2): асимптотически главные части разрешающей

системы уравнений имеют противоположные свойства чётности и нечётности

по нормальной координате 𝜁. Вследствие этого происходит значительное упро-

щение разрешающей системы (5.2.1), (5.2.2), позволяющее одинаково описать

«симметричную» и «антисимметричную» по 𝜁 составляющие с асимптотиче-

ской погрешностью 𝑂(𝜀2) уравнениями (5.2.3), (5.2.4), полностью совпадающи-

ми с уравнениями коротковолновых высокочастотных приближений (6.8.1) –

(6.8.2). Следовательно, область действия эллиптического погранслоя

|𝜉0 − æ𝑅𝜏0| = 𝑂(𝜀𝜂) (6.8.3)

является общей областью применимости уравнений коротковолновой высокоча-

стотной составляющей и эллиптического погранслоя. Точнее говоря, уравнения

высокочастотной коротковолновой составляющей описывают, в целом, не толь-

ко малоамплитудные высокочастотные осцилляции, но и, в частности эллип-

тический погранслой. А границы промежутка (6.8.3) можно считать условно

искомыми областями согласования.

В случае ударных торцевых воздействий нормального типа все вышепри-

ведённые в настоящем параграфе рассуждения относительно области действия
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эллиптического погранслоя сохраняют силу и область (6.8.3) можно считать

областью применимости разработанной теории эллиптического погранслоя для

обоих видов нормального воздействия.

6.9 Область согласования гиперболического погранслоя

и антисимметричного коротковолнового

высокочастотного приближения

Перейдём теперь к изучению областей согласования B2 и B1 (рисунки 6.1 и

6.2) – областей согласования антисимметричного гиперболического погранслоя

в окрестности фронта волны сдвига и антисимметричного коротковолнового

высокочастотного приближения. Для этого, как и в Главе 3, исследуем пове-

дение этого приближения в малой окрестности фронта волны, но уже фронта

волны сдвига.

Разрешающие уравнения коротковолнового высокочастотного приближе-

ния используем в форме (3.7.1) – (3.7.2). В Главе 2, при выводе разрешающих

уравнений гиперболического погранслоя, форма области его существования вы-

биралась в соответствии с расположением в пространстве фронта волны, кото-

рый по аналогии с фронтом волны расширения (2.1.15), примет вид для значе-

ния времени 𝑡0:

𝛼 = 𝛼0

[︁
1− 𝜀𝜁

𝜉0

∫︁ 𝛼0

0

𝑑𝛼

𝑅1
+𝑂(𝜀2)

]︁
, 𝛼0 = 𝑐2𝑡0. (6.9.1)

Отметим, что в параграфе 3.7 область согласования между симметричным ги-

перболическим погранслоем и симметричным высокочастотным приближением

(а также и в параграфе 4.5 область согласования антисимметричного гипербо-

лического погранслоя и антисимметричного коротковолнового приближения)

рассматривались на базе сравнения асимптотических разрешающих уравнений
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в области применимости гиперболического погранслоя в исходных координа-

тах 𝛼, 𝑧, 𝑡. При этом переход к координатам 𝛼, 𝑧𝐹 , 𝑡, явно определяющим

узкую прифронтовую зону погранслоя в малой, порядка 𝑂(𝜀2), окрестности по-

вёрнутого фронта волны расширения (3.7.10) не производился. В настоящем же

параграфе построение искомых асимптотических уравнений рассматриваемых

составляющих НДС производится после перехода в уравнениях коротковолно-

вой высокочастотной составляющей к вышеупомянутым координатам 𝛼, 𝑧𝐹 , 𝑡.

Переходя по аналогии со случаем гиперболического погранслоя в разреша-

ющих уравнениях (3.7.1) – (3.7.2) к переменным 𝛼, 𝑧𝐹 , 𝑡, приходим к следую-

щим разрешающим уравнениям:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+ (1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+

√
1 + 𝐹 2

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+

+
𝑧𝐹𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

[︁ 2æ−2

√
1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

]︁
+

+æ−2𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
1

1− 2𝜈

𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

= 0,

√
1 + 𝐹 2

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2(1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

−

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+
𝑧𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

[︁ 1

1− 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

+
2√

1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

]︁
+

+
𝐵′√1 + 𝐹 2

(1− 2𝜈)𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼𝐹

= 0,

(6.9.2)
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𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘2
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

)︁
,

𝜎22 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘1
𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘2
√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

)︁
.

(6.9.3)

Полученные уравнения (6.9.2) полностью совпадают с уравнениями проме-

жуточных выкладок (2.2.5), полученных при выводе разрешающих уравнений

гиперболического погранслоя (как для в окрестности волны расширения, так и

в окрестности волны сдвига) из общих уравнений (2.2.3) после представления

решения в виде суммы симметричных и антисимметричных по 𝑧𝐹 составляю-

щих с асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀). В итоге, мы получаем, что область

в окрестности фронта волны сдвига (6.9.1):

|𝜏0 − 𝜉0| = 𝑂(𝜀2), |𝜁𝐹 | ≤
√︀
1 + 𝐹 2(𝜉0), 𝜏0 = 𝑐2𝑡/𝑅 (6.9.4)

является общей областью применения как теории коротковолновой высокоча-

стотной составляющей, так и теории гиперболического погранслоя, а границы

этой области являются границами применения гиперболического погранслоя и

их можно считать соответствующими областями согласования.
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Заключение

В представленной диссертационной работе описана асимптотическая тео-

рия нестационарных волновых процессов в тонких оболочках вращения произ-

вольного профиля. Основные результаты исследований заключаются в следу-

ющем:

1. Асимптотический метод сращиваемых разложений с различными значени-

ями показателей изменяемости по координатам и показателя динамично-

сти позволил свести решение краевой задачи трёхмерной теории упруго-

сти, определяющей нестационарное НДС в оболочках вращения, к системе

краевых задач, описывающих следующие составляющие:

– безмоментную и моментную составляющие теории Кирхгофа-Лява, удо-

влетворяющие, соответственно, тангенциальной и нетангенциальной ча-

сти граничных условий в двумерной форме; при этом безмоментная со-

ставляющая описывает распространение двумерных волн растяжения-

сжатия и сдвига;

– малоамплитудную симметричную и антисимметричную по нормальной

координате коротковолновую высокочастотную составляющую, являю-

щуюся асимптотическим обобщением плоской задачи теории упругости

для полосы;

– эллиптический погранслой, определяющий при лицевых и торцевых удар-

ных воздействиях НДС оболочки в малой окрестности условного фрон-

та поверхностной волны Рэлея, обладающий свойством быстрого зату-

хания с удалением от каждой лицевой поверхности; название этот по-

гранслой получил в соответствии с эллиптическим типом разрешающей
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системы уравнений относительно потенциальных функций при описа-

нии поведения НДС в теле оболочки, тогда как граничные условия на

лицевых поверхностях задаются относительно потенциальных функций

гиперболическими уравнениями;

– параболический погранслой, определяющий НДС оболочки в малой ок-

рестности квазифронта, являющегося с точки зрения двумерной теории

фронтом волны растяжения-сжатия;

– симметричный и антисимметричный по нормальной координате гипер-

болический погранслой, определяющий НДС оболочки в малых окрест-

ностях фронтов волн расширения и сдвига, представляемых, по новой

асимптотической модели, повернутыми нормалями к срединной поверх-

ности; название этот погранслой получил в соответствии с видом раз-

решающего уравнения гиперболического типа второго порядка относи-

тельно продольного перемещения (окрестность фронта волны расшире-

ния) и нормального перемещения (окрестность фронта волны сдвига).

2. Методом асимптотического интегрирования исходных точных трёхмерных

уравнений линейной теории упругости построены при различных соотноше-

ниях показателей изменяемости напряжённо-деформированного состояния

по пространственным координатам и показателя динамичности асимптоти-

чески оптимальные уравнения двумерных составляющих теории Кирхгофа-

Лява, гиперболического и эллиптического погранслоёв (в дополнение к из-

вестным уравнениям параболического погранслоя и коротковолновой высо-

кочастотной составляющей).

3. В дополнение к известным методам решения краевых задач для двумерных

составляющих и параболического погранслоя построены асимптотические

методы решения краевых задач для погранслоёв:

– решения для эллиптического погранслоя в случае ударного воздействия
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на лицевые поверхности и для эквивалентной задачи в случае ударного

торцевого воздействия построены на базе точных решений для цилин-

дрической оболочки, полученных с помощью двукратных преобразова-

ний Лапласа и Фурье, и основаны на следующем подходе: методом экс-

поненциального представления в пространстве преобразования Лапласа

ищется сначала решение для граничных значений потенциальных функ-

ций на лицевых поверхностях, а затем строится в теле оболочки решение

системы разрешающих уравнений эллиптического типа;

– решения для всех типов гиперболических погранслоёв построены мето-

дом разложения по модам колебаний на базе соответствующих решений

для цилиндрической оболочки при условии построения мод методом экс-

поненциального представления в пространстве преобразования Лапласа

по времени; обращение изображений проводится специальной формой

метода прифронтовой асимптотики, когда разложения изображений в

ряды по обратным степеням параметра преобразования приводят к раз-

ложениям по функциям Бесселя, быстро сходящимся в рассматривае-

мой области; построенная общая методика позволяет получать решения

в малых окрестностях фронтов волн расширения и сдвига.

4. Выполнено доказательство полноты представления нестационарного НДС

оболочек вращения при всех трёх типах ударных воздействий (продольного,

тангенциального типа (LT); продольного, изгибающего типа (LM); нормаль-

ного типа (NW)) путём выявления областей согласования соседних состав-

ляющих в фазовой плоскости. Найдены асимптотические оценки границ

всех областей согласования составляющих при всех типах ударных воздей-

ствий. Доказано совпадение в областях согласования асимптотик уравнений

соседних составляющих.

5. Проведённые исследования полностью определили области применимости

двумерных теорий Кирхгофа-Лява и типа Тимошенко.
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6. Численные расчёты составляющих нестационарного НДС на примере сфе-

рической оболочки для всех типов воздействий показали высокую эффек-

тивность разработанных аналитических методов решения краевых задач.
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Основные обозначения

𝑎 показатель изменяемости

𝐴𝑖(𝑖 = 1, 2) коэффициенты первой квадратичной формы срединной по-

верхности

𝐴𝑖(𝑦) функция Эйри

𝐵(𝛼) расстояние от точки срединной поверхности до оси вращения

B𝑖(𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5) области согласования решений

𝑐𝑅 скорость условного фронта поверхностных волн Рэлея

𝑐1 скорость волны расширения по трёхмерной теории

𝑐2 скорость волны сдвига по трёхмерной теории

𝑐3 скорость волны растяжения-сжатия по двумерной теории

𝐶(𝑦), 𝑆(𝑦) интегралы Френеля

𝐷𝑚,𝑐, 𝐷𝑚,𝑠 специальные функции

𝐸 модуль Юнга

𝐺𝑖(𝑖 = 1, 2) изгибающий момент

ℎ полутолщина оболочки

𝐻(𝑡) единичная ступенчатая функция Хевисайда

𝐻𝑖(𝑖 = 1, 2) коэффициенты Ламе

𝐻𝑖𝑗 скручивающий момент

𝐼 амплитуда

𝐽𝑖(𝑖 = 0, 1, ...) функции Бесселя

𝑘1
𝜈

1−2𝜈

𝑘2
1−𝜈
1−2𝜈

𝑘3
1−2𝜈

(1−2𝜈)2

𝑁𝑖 перерезывающая сила
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𝑞 показатель динамичности

𝑅 характерный линейный размер

𝑅𝑖(𝑖 = 1, 2) главные радиусы кривизны срединной поверхности

R𝑖(𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5) области применимости приближённых теорий

𝑠 параметр преобразования Лапласа

𝑆𝑖𝑗(𝑖, 𝑗 = 1, 2) сдвигающее усилие

𝑡 время

𝑇𝑖(𝑖 = 1, 2) продольное усилие

𝑢𝑖(𝑖 = 1, 2) тангенциальное перемещение

𝑣𝑘(𝑘 = 1, 2, 3) перемещение

𝑤 прогиб срединной поверхности

𝑧 координата внешней нормали срединной поверхности

𝛼 длина дуги вдоль образующей

𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2) параметры линий кривизны срединной поверхности

𝛼3 расстояние от срединной поверхности по нормали

𝜀 ℎ
𝑅

𝜀𝑙𝑚(𝑙,𝑚 = 1, 2, 3) деформации

𝜁 𝑧
ℎ

𝜃 угол в окружном направление

æ 𝑐2
𝑐1

æ𝑅
𝑐𝑅
𝑐2

𝜈 коэффициент Пуассона

𝜌 плотность

𝜎𝑙𝑚(𝑙,𝑚 = 1, 2, 3) напряжение

𝜒 параметр преобразования Фурье
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